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ÖNSÖZ

Günümüz  dünyasında  Fen  bilimleri  ve  Mühendislik  alanlarında  yapılan
çalışmalar, nitelik  ve  nicelik  yönünden  daha  kapsamlı  olarak  yeni
yaklaşımları da tetiklemektedir. Fen bilimleri ve Mühendislik alanlarında
güncel konulara dair bilimsel çalışmaları bir  araya getirmeye çalıştığımız
bu  kitap, ilgili  alanda  çalışma  yapan  birçok, araştırmacıya  öncülük
ederek, yeni  bilimsel  çalışmalara  da  ışık  tutacaktır. Kitap  beş  bölümden
oluşmaktadır. Bu  bölümlerde  sırasıyla, "Fiziksel  Risk  Etmenli  Sağlık
Sorunlarının  Mekanik  Tasarımdaki  İyileşme  İle  Sağlanması: Uygulama
Örneği", "Geometrik  Analizde  Hermite  Diferansiyel  Denklemi  ve
Hermite  Polinomları", "Yivli  Kanallarda  Vorteks  Üreteçlerinin  Isı
Transferine  Etkisi", "Machine  Learning-Based  Modeling  Of  Nonlinear
Behavior of Reinforced Concrete Shear Walls" ve "The  Applications Of
Supercapacitors For Energy Storage: A Review" başlıklarıyla  birbirinden
bağımsız  araştırmalar, yazarlar  tarafından  bilimsel  değerler  ve  etik
kuralları göz önünde bulundurularak değerlendirilmiştir.

Bu  kitabın  hazırlanmasında  emeği  geçen  tüm  yazarlara, editör  ve
hakemlere, Gelenbevi  Bilimsel  Araştırmalar  Dergisine  ve  Duvar
Yayınevine teşekkür ediyoruz.
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Fiziksel Risk Etmenli Sağlık Sorunlarının Mekanik 

Tasarımdaki İyileşme ile Sağlanması: Uygulama Örneği 

 

 

 

 

Şekil 1. Polat Maden Tesis Görüntüsü 

İşletmede bünyesinde kompoze taşların cevher zenginleştirme ve 

öğütme çalışmaları yapıldığından birçok makine ve ekipmanda 

kullanılmaktadır. Bu makine ve ekipmanların kullanımı beraberinde iş 

güvenlik ve sağlık sorunlarını da getirmektedir. Bu makinelerden bir tanesi 

de işletmemizde kullanılan ve farklı boyutlardaki taşları elimine etme ve 

ayırma da kullanılan eleklerdir.  Bu çalışma, işletmede kullanılan çok 

katmanlı elek sisteminin çalışanlar üzerinde oluşturduğu fiziksel sağlık 
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sorunlarını minimize etmede araştırıp, uygulamasını yaptığımız örnek bir 

çalışmadır. 

ELEK SİSTEMİNIN ÇALIŞMASI 

Elek sistemlerinin tasarımları malzeme boyutunun istenilen seviyede 

elde edilmesinde büyük öneme sahiptir [1-4]. Salınımlı eleme makinesinin 

hareketi genellikle “altın yıkama tavasına” benzeyen basit manüel 

elemeyle kıyaslanır. Ürün sürekli olarak üst eleğin ortasına beslenir ve 

buradan eleme yüzeyinin tamamında eşit şekilde dışa yayılır. Bu yayılımı 

elek katmanları aracılığı ile yapmaktadır. Daha küçük parçacıklar elek 

merkezine yakın yere düşerler. Ayrılan tüm fraksiyonlar yan çıkışlardan 

tahliye edilir. Sistemin salınımının güç mekanizmasında ana şaft elektrik 

motoru ve V kayışlarla tahrik edilir. Özel bir kalem mekanizması yardımı 

ile elek yörüngesi bir beyaz kâğıda çizdirilir ve genlik ayarı yapılır. Bu 

sayede ürüne uygunluk ayarı yapılmış olur. Şekil 2’de mikronize bir elek 

siteminin parçaları ve Şekil 3’te temsili elek montaj görüntüsü 

gösterilmiştir. 

Piyasada elek katlarını kaldırmada az sayıda manuel kaldırma aparatı 

ile havalı kaldırma aparatları mevcuttur. Bunlar genellikle yurtdışı 

menşeili aparatlardır. Kaldırma aparatı, kaldırma milinin hemen altında 

olup, güvenlik ve bakım açısından dezavantaj oluşturmaktadır. 

Şekil 2. Elek Gösterimi [5] 
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Şekil 3. Elek montaj gösterimi [6] 

Elek yerleşimi katmanlı bir yapıda olduğundan montaj basamaklarının 

dikkatli ve doğru adımlanması gerekmektedir. Bu sebeple katmanlar 

arasındaki değişimde güvenlik tertibatlarının kullanılması gerekmektedir. 

Şekil 4’te elek sistemi katmanları görülebilir. 

Şekil 4. Elek Yerleşim Düzeni 

Eski Elek Değiştirme Sistemi

 Tesiste kullanılan elekler 5 ve 6 katlı olup yukarıdan aşağıya 6 
mikron,5 mikron, 4 mikron, 3 mikron, 2 mikron ve 1 mikron şeklinde 
sıralanmış olup her elek arasında ara kat bulunmaktadır.
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 Eleklerden birinde hasar oluşması durumunda elek değişimi 

yapılmaktadır.  

Elek değişimi nasıl olmaktadır? 

6 katlı elekten 4. Eleğin (3 mikronluk elek) (yukarıdan aşağıya) hasar 

aldığını varsayalım. Öncelikle mekanik ekip (en az 4 kişi) gerekli 

malzemeleri alarak eleğin bulunduğu alana gelir. Eleğin dış kısmında 

eleklerin sabit durmasını sağlayacak uzunlamasına vida sistemleri 

bulunmaktadır bu sistemleri gevşeterek pimleri çıkarır. 4. Kattaki (3 

mikronluk elek) eleğe ulaşabilmek için öncelikle üst kapağı çıkarır daha 

sonra 6 mikronluk eleği çıkarır devamında ara katı çıkarır sonrasında 5 

mikronluk eleği çıkarır işlem bu şekilde 3 mikronluk eleğe ulaşıncaya 

kadar devam eder. 3 mikronluk eleğe ulaşıldığında hasar almış elek 

bulunduğu bölgeden çıkarılarak yerine yeni elek monte edilerek kapatma 

işlemi başlar. Yeni değiştirilen eleğin üzerine ara kat ara katın üzerine 4 

mikronluk elek bu eleğin üzerine tekrar ara kat ve işlem üst kapak 

konularak devamında dış cephesinin pimleri takılarak biter. Bu süreçte 

anlatılan elekler ve ara katların taşınması işçiler tarafından manuel olarak 

kas gücü ile yapılmaktadır. 

Mevcut (Yeni) Elek Değiştirme Sistemi 
Uzun uğraş ve yoğun araştırmalardan sonra, 2018 senesinin ikinci 

yarısından itibaren yeni elek değiştirme sistemine geçilmiştir. Yeni elek 

sisteminin tasarımında, özellikle yerli imkân ve olanaklardan ve öz 

kaynaklardan yararlanılmıştır. Çok katlı elek sisteminde eleğin 

katmanlarını kaldırmada Şekil 5’te görülen elek kaldırma aparatı 

kullanılmaktadır. Elek kaldırma aparatı, hidrolik sistem esaslı olup, elek 

Şekil 5. Elek Kaldırma Aparatı Gösterimi
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katmanlarını kaldırmada kas gücüne dayanan sisteme olan gereksinimi 

azaltıp, iş güvenliği konusunda daha güvenli bir çalışma imkânı sunmuştur.  

Dairesel elek etrafına 3 adet hidrolik lift yerleştirilmiştir. Yukarıda 

bahsettiğimiz örnekten devam edecek olursak; 

4.Elekte bulunan hasar nedeniyle elek değişimi yapılacaktır. Bu

sistemde mekanik bakım ekibinden yalnızca 2 kişinin gelmesi yeterli 

olacaktır. Elekleri kavrayacak şekilde uç yapısına sahip olan liftler sabit ya 

da hareketli olabilmektedir.  Öncelikle mekanik ekip eleğin dış cephesinde 

bulunan pimleri sökerek işleme başlar. Pimler söküldükten sonra hasar 

almış olan elekten bir üstteki kata hidrolik yarım ay şeklinde uçları olan 

hidrolik liftler yanaştırılarak uygun yere takılır devamında hidrolik sistem 

istenilen yüksekliğe göre yukarı kaldırılır bu aşamada 4. Elek üzerindeki 

tüm katlar hidrolik sistem üzerinde yukarıya takribi 15-20 cm 

yüksekliğinde kaldırılmıştır. Mekanik ekip üzerinden katları alınmış olan 

hasarlı eleği alarak yerine yenisi takılır. Devamında hidrolik sistem 

yavaşça aşağıya indirilerek yeni takılmış olan eleğin üzerine diğer elekler 

ve ara katlar yerleştirilir. Üst kapak kapatılarak dış cephesinde bulunan 

pimler sabitlenir.  

SONUÇLAR 

Elek değiştirme işlemlerinde çalışanların kas gücüne ve montaj 

bilgisine dayalı bir yaklaşımın olması beraberinde sağlık sorunlarını da 

beraber getirmiştir. Çalışanların şikayetleri ve hasta kayıtları 

incelendiğinde sistemin çalışanlar üzerinde önemli bir sağlık sorunu 

oluşturduğu aşikardır. Tablo 1’de eski tip elek sistemi kullanımında, bu 

ekipmanlar ile çalışan personel kayıtları ve şikayetleri görülebilmektedir.  

Tablo 1. Eski Tip Elek Sistemi Kaynaklı Çalışan Hasta Şikâyet ve Kayıtları [7] 

S. No Yıl Çalışan 

Ad-Soyadı 

Şikâyet Bulgu/Tanı İstirahat 

1 2011 İ. C. Belde ağrı Lumbalji - 

2 2011 A. A. Bacakta 

hissizlik 

Lumbago 

siyatik ile 

2 gün 
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3  2011 A. A. Oturup 

kalkamama 

Lumbago 

siyatik ile 

- 

4  2012 A. G. Bel ağrısı-

bacakta 

hissizlik 

Lumbosakral 

Diskopati 

- 

5  2012 F. G. Bel ağrısı Lumbosakral 

Diskopati 

- 

6  2013 E. K. Bel ağrısı Lumbalji 2 gün 

7  2013 Ç. G. Bel ağrısı Lumbalji  

8  2014 D. Y. Bel ağrısı Lumbalji - 

9  2014 S. Ş. Bacakta 

uyuşma  

Lumbago 

siyatik ile 

- 

10  2014 Ü. A. Belde ağrı Lumbalji - 

11  2014 M. A. Oturup 

kalkamama 

Lumbalji 5 gün 

12  2014 B.Ç. Belde ağrı-

bacaklarda 

soğukluk 

Lumbosakral 

diskopati 

- 

13  2014 H. Ö. Bel ağrısı Lumbalji - 

14  2014 G. D. Bel ağrısı Lumbalji - 

15  2015 S. S. Oturup 

kalkamama 

Lumbago 

siyatik ile  

2 gün 

16  2015 B. Y. Bel ağrısı Lumbalji - 

17  2015 Ö. Ö. Bacakta 

uyuşma 

Lumbosakral 

Diskopati 

- 

18  2015 K. K. Bel ağrısı Lumbalji - 

19  2015 M. U. Bel ağrısı Lumbalji 1 gün 

20  2015 M.t A. Belde ağrı Lumbalji - 

21  2016 Ö. Ö. Bacakta 

uyuşma 

Lumbosakral 

Diskopati 

- 
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22  2016 M. A. Bel ağrısı Lumbalji - 

23  2016 D. Y. Oturup 

kalkamama 

Lumbosakral 

Diskopati 

2 gün 

24  2016 M.A. Bel ağrısı Lumbalji - 

25  2016 K. Ç. Bacakta 

hissizlik 

Lumbago 

siyatik ile 

5 gün 

26  2016 Ç. G. Bel ağrısı Lumbalji - 

27  2017 M. A. Belde ağrı Lumbalji 2 gün 

28  2017 S. T. Bel ağrısı Lumbalji  

29  2017 R. K. Oturup 

kalkarken belde 

ağrı 

Lumbalji 2 gün 

30  2017 R. T. Bel ağrısı- 

bacakta 

hissizlik 

 Lumbago 

siyatik ile 

- 

31  2017 O. A. Belde ağrı Lumbalji 1 gün 

32  2017 H. A. Oturup 

kalkarken 

bacaklarda ağrı 

Lumbago 

siyatik ile 

- 

33  2018 R. T. Bel ağrısı Lumbago 

siyatik ile 

- 

34  2018 M. Y. Belde ağrı Lumbalji - 

35  2018 Y. A. Bel ağrısı Lumbalji 2 gün 

Tablo 1 incelendiğinde çalışma kaynaklı şikâyeti olan 35 çalışan 

araştırıldığında, eski tip sistemde özellikle kas gücüne ve eğilip kalkmaya 

meyilli bir çalışma olması kaynaklı “Bel Ağrısı” şüpheli tanılarının 

sayılarındaki artış dikkati çekmektedir. Söz konusu hastalık ve şikayetleri 

üzerine, eski tip elek sistemi çalışma prensibinin terk edilerek, yerine daha 

modern ve riski düşük sistemlerin tercih edilmesi gerektiği fikrine 

odaklanılmıştır. Yapılan araştırma ve incelemelerden yurt dışında 

uygulamaları buluna (Almanya, A.B.D. gibi gelişmiş ülkeler) hidrolik 

veya havalı elek kaldırma aparatları üzerine yoğunlaşılmıştır. Yapılan 
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çalışmalar nezdinde yeni bir kaldırma düzeneği ve aparat tasarımı ile 

mevcut yeni sisteme geçilmiştir. 

Bölüm 2.2.’de (Yeni Elek Sistem) bahsedilen yeni tip elek sitemi ile çalışanların 

performansının araştırılması ve geri bildirimlerin de alınması neticesinde, Tablo 

2’de gösterilen çalışan hasta kayıt ve şikayetleri elde edilmiştir.  

 

 

 

 

 

Tablo 2. Yeni Tip Elek Sistemi Kaynaklı Çalışan Hasta Şikâyet ve Kayıtları [7] 

S. No Yıl Çalışan 

Ad-

Soyadı 

Şikâyet Bulgu/Tanı İstirahat  

1  
2018 E. K. Oturup 

kalkamama 

Lubosakral 

Diskopati 

- 

2  
2018 M. K. Bel ağrısı- 

bacaklarda 

soğukluk 

Lumbago 

siyatik ile 

- 

3  
2019 Ü. A. Belde ağrı Lumbalji - 

4  
2020 F. G. Belde ağrı Lumbalji - 

 



Research in Natural and Engineering Sciences 

13 

 

 

 

 

 

 

 
 

Şekil 6. İş Kazası İstatistikleri Gösterimi 

Şekil 6 incelendiğinde, iş kazalarının özellikle 2014, 2015, 2016 ve 

2017 yıllarında yoğunlaştığı, 2018’in 2. yarısından itibaren ise belirgin bir 

düşüş olduğu gözlemlenmiştir.  

Bu çalışmada 2011-2021 yılları arasında 39 çalışan, lumbalji, lumbago 

siyatik ile, lumbosakral diskopati tanısı almıştır. Bu çalışanlardan 35 kişi 

eski eleklerin kullanıldığı 2011-2018 (6. aya kadar) tanı almış iken 4 

çalışan 2018 (7. aydan)-2021 başına kadar tanı almıştır 

2011-2018(6. aya kadar) bu teşhisleri alan 35 çalışan 26 iş günü 

istirahat raporu alırken 2018(7.ay)-2021 arası tanı alan 4 kişi istirahat 

raporu almamıştır. İlk 35 çalışanda bu hastalıkların çıkmasında aşağıdaki 

hususlar dikkate alınmıştır. Bunlar; 
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DEĞERLENDİRME ve ÖNERİLER 

Tablo 1 ve Tablo 2 incelendiğinde mevcut çalışma sisteminin çalışan 

şikayetlerini ve hasta kayıtlarını azalttığı görülmüştür. İş kazalarındaki bu 

durum yıllara dayalı bir istatistiki bilgi oluşturmuştur. 2011-2021 

arasındaki iş kazalarının istatistiksel gösterimi Şekil 6’da verilmiştir. 
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 Elle yapılan işler ve özellikle ağır ve rahatsızlık veren yüklerin 

kaldırılması, 

 Aşırı güç gerektiren yükleri itmek, çekmek veya sürüklemek, 

 Germe, döndürme ve uzanma, 

 Sıcaklık ya da nem açısından olumsuz koşullarda çalışma, 

 Normal beceri ve sınırları aşılarak ve fazlasıyla yorgunken 

çalışmak, 

 Asimetrik çalışmak(eğilme-bükülme), 

 Mekân yetersizliği, 

 Vibrasyon: titreşimli elek gibi titreşim yayan aparatlardan 

ayaktan vücuda geçen titreşim. (Bu titreşim frekansı vücut 

parçasının rezonans frekansıyla eşleşirse titreşim etkisi 4 kata 

kadar artabilir.) 

Yukarıdaki söz konusu durumun belirtileri ise aşağıda sunulmuştur. 

Bunlar; 

 Uzun süreli ağrı, 

 Günlük faaliyetleri yürütme becerisinin azalması, 

 Malulen emeklilik, 

 Kişisel yakınmalarda günlük ya da sık olarak ağrı kesici ve kas 

gevşeticilerinin kullanılması. 

Belirti ve şikayetlerde göz önüne alındığında bu vb. çalışma yapan 

kurum ve kuruluşlarda, insan gücünün azaltılarak, hidrolik ve/veya 

pnömatik esaslı kaldırma ekipmanlardan destek alınarak, işin daha 

emniyetli ve sağlıklı yapılması tavsiye edilir. Çalışmamızda, bu durumu 

sağlayarak, aynı işin daha emniyetli ve sağlıklı yapılmasını sağlamış olduk. 

Teknoloji ilerledikçe gelişen yeni sistem ve uygulamalarında takip 

edilerek, işletmemize, dolaysıyla da çalışanlarımızın sağlık ve güvenliğine 

doğrudan etki etmesi arzusu içindeyiz. 
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GEOMETRİK ANALİZDE HERMİTE 

DİFERANSİYEL DENKLEMİ VE HERMİTE 

POLİNOMLARI 

 

Numan YALÇIN1 

 

 

GİRİŞ 
 

Rönesans döneminde bilimsel devrime büyük bir katkıda bulunan 

Galileo Galilei ve birçok bilim insanı klasik (Newtonian) analiz dışında 

farklı bir analiz olan Newtonyen olmayan (Non-Newtonian) analizi 

tanımlamışlardır. Klasik analizdeki bütün kavramların Non-Newtonian 

analizde bir karşılığı vardır. Dolayısıyla bu iki analiz birbiriyle uyumlu 

analizlerdir. 1967-1972 yıllarında Michael Grossman ve Robert Katz 

geometrik, bigeometrik, anageometrik, harmonik, biharmonik, quadratik 

ve biquadratik olmak üzere yeni analizler tanımlamışlardır. Bu yeni 

analizler Newton ve Leibniz’ in klasik analizinden farklı olduğu için bu 

analizlerin hepsine birden Non-Newtonian analiz denilmiştir. Non-

Newtonian analizler içinde klasik analize alternatif olarak gösterilen analiz 

geometrik analizdir. Klasik analizde temel toplama ve çıkarma işlemleri 

geometrik analizde çarpma ve bölme işlemlerine mukabil geldiği için Dick 

Stanley geometrik analizi çarpımsal analiz (multiplicative calculus) olarak 

adlandırmıştır. Klasik analizde ki her özellik belirli kurallar çerçevesinde 

çarpımsal analizde de tanımlanabilir.  

Çarpımsal analizin incelenmesinde birçok neden vardır. Doğadaki bir 

çok olay katlanarak değişiklik gösterir. Örneğin bir popülasyondaki nüfus 

artışı veya bir depremin şiddeti yada bir bankanın müşterilerine uyguladığı 

faiz oranları hepsi katlanarak değişen olaylardır. Bu nedenle, klasik analiz 

yerine çarpımsal analiz kullanmak, bu tür olayların fiziksel olarak daha iyi 

değerlendirilmesini sağlar. Çarpımsal analiz aynı zamanda görüntü işleme 

ve yapay zeka dahil bilgisayar bilimi, finans, ekonomi, biyoloji ve 

                                                           

 

 

1 Dr. Öğr Üyesi, Gümüşhane  Üniversitesi  Gümüşhane  Meslek  Yüksekokulu  
Elektronik  ve Otomasyon Bölümü, numan@gumushane.edu.tr
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demografi gibi birçok alanda normalden daha iyi sonuçlar verir. Son 

yıllarda çarpımsal analiz konusunda birçok araştırmacı çeşitli çalışmalar 

yapmış ve etkili sonuçlar almıştır. 
 

Bu çalışmada klasik analizden bilinen ve özel denklemlerden biri olan 

Hermite diferansiyel denkleminin çarpımsal analizdeki karşılığı 

verilecektir. Hermite denkleminin günlük hayatta birçok uygulaması 

vardır. Biz sadece matematiksel anlamda çözüm ve kullanım yöntemlerine 

odaklanacağız. Bu denklemlerin çözümünde açık çözümler bulunamaz. 

Genellikle sayısal çözüm veya seri çözümler bulmak daha kolaydır. 

Burada verilecek olan diğer bir konu ise çarpımsal Hermite polinomları ve 

özellikleridir. Hermite polinomları fiziksel problemler için oldukça 

önemlidir. Örneğin, atom çekirdeğinin bağ enerjisi, integraller üzerinde 

Hermite polinomlarını içeren Eden-Goldstone integral denklemi 

kullanılarak hesaplanır. Bu taktirde, klasik analizde önemli bir yere sahip 

olan Hermite diferansiyel denklemi ve çözümleri ayrıca Hermite 

polinomları ve özellikleri çarpımsal analizde de ele alınacaktır. Bunun için 

öncelikli olarak çarpımsal (geometrik) analizin temel tanım ve teoremlerini 

aşağıda verelim. 

1. GEOMETRİK ANALİZDE BAZI TEMEL TANIM VE 

TEOREMLER 

Bu başlık altında geometrik (çarpımsal) analizde kullananılacak bazı 

tanım ve teoremler verilecektir. 

Tanım 1.1: Üstel reel, üstel tam ve üstel doğal sayılar kümesi sırasıyla 

aşağıdaki şekilde tanımlanır (Türkmen ve Başar, 2012; Çakmak ve 

Başar, 2012) 

 ℝ𝑒𝑥𝑝 = {𝑒𝑎|𝑎 ∈ ℝ},          (1) 

 ℤ𝑒𝑥𝑝 = {𝑒𝑎|𝑎 ∈ ℤ} = {⋯ , 𝑒−2, 𝑒−1, 𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, ⋯ },      (2) 

 ℕ𝑒𝑥𝑝 = {𝑒𝑎|𝑎 ∈ ℕ} = {𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, ⋯ }.            (3) 

Tanım 1.2: 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝 olmak üzere üstel aritmetik işlemler aşağıdaki 

gibi tanımlanır (Çakmak ve Başar 2012). 
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 Üstel toplama: 𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑒[ln 𝑎+ln 𝑏] = 𝑒ln[𝑎⋅𝑏] = 𝑎 ⋅ 𝑏     (4) 

 Üstel çıkarma: 𝑎 ⊖ 𝑏 = 𝑒[ln 𝑎−ln 𝑏] = 𝑒ln[
𝑎

𝑏
] =

𝑎

𝑏
      (5) 

 Üstel çarpma: 𝑎 ⊙ 𝑏 = 𝑒[ln 𝑎⋅ln 𝑏] = 𝑎ln 𝑏 = 𝑏ln 𝑎      (6) 

 Üstel bölme: 𝑎 ⊘ 𝑏 = 𝑒[ln 𝑎÷ln 𝑏] = 𝑎
1

ln 𝑏       (7) 

Tanım 1.3: 𝑈 ⊆ ℝ  olmak üzere 𝑔: 𝑈 → ℝ𝑒𝑥𝑝 fonksiyonu verilsin. 𝐼 ⊆ 𝑈, 

 𝑔 fonksiyonunun tanım kümesinin içinde bir açık aralık ve 𝑥 ∈ 𝐼 bu 

aralıkta bir nokta olsun. Eğer lim
ℎ→0

[
𝑔(𝑥+ℎ)

𝑔(𝑥)
]

1

ℎ
  limiti varsa   

𝑔∗(𝑥) = lim
ℎ→0

[
𝑔(𝑥+ℎ)

𝑔(𝑥)
]

1

ℎ
    (8) 

limit değerine 𝑔 fonksiyonunun 𝑥’deki çarpımsal türevi denir.  

Teorem 1.1: Pozitif bir 𝑔 fonksiyonu herhangi bir 𝑥 noktasında klasik 

anlamda türevlenebilir ise, çarpımsal türevlenebilirdir ve çarpımsal türevi 

𝑔∗(𝑥) = 𝑒
𝑑

𝑑𝑥
[(ln∘𝑔)(𝑥)]

= 𝑒
[

𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥)
]
       (9) 

şeklinde yazılır (Stanley, 1999). 

Tanım 1.4: 𝑈 ⊆ ℝ  olmak üzere 𝑔: 𝑈 → ℝ𝑒𝑥𝑝 fonksiyonu verilsin. 𝑛 

kez tekrarlanan türev alma işlemi ile pozitif bir 𝑔 fonksiyonunun 𝑥 ∈ 𝑈 

noktasında 𝑛. mertebeden çarpımsal türevi var ise bu türev, 

𝑔∗(𝑛)(𝑥) = 𝑒(ln∘𝑔)(𝑛)(𝑥)    (10) 

şeklinde tanımlanır (Bashirov vd. 2008). 

Teorem 1.2: 𝑓 fonksiyonu çarpımsal türevlenebilir, 𝑔 fonksiyonu da 

klasik türevlenebilir olsun. Bu taktirde, 

ℎ(𝑥) = (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥), 
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bileşke fonksiyonunun çarpımsal türevi 

ℎ∗(𝑥) =

[𝑓∗(𝑔(𝑥))]
𝑔′(𝑥)

  

şeklinde tanımlanır (Bashirov vd, 2008). 

Teorem 1.3: 𝑓 ve ℎ çarpımsal türevlenebilir iki fonksiyon ve 𝑘 > 0 bir 

sabit durumda,Buolsun.  (𝑘 ⋅ 𝑓), (𝑓 ⋅ ℎ), (  𝑓 + ℎ), (
𝑓

ℎ
) , (𝑓ℎ) 

fonksiyonları da çarpımsal türevlenebilir ve bu fonksiyonların çarpımsal 

türevleri aşağıdaki gibi hesaplanır (Bashirov vd. 2008). 

i) (𝑘. 𝑓)∗(𝑥) = 𝑓∗(𝑥),         (12) 

ii) (𝑓 ⋅ ℎ)∗(𝑥) = 𝑓∗(𝑥) ⋅ ℎ∗(𝑥),        (13) 

iii) (𝑓 + ℎ)∗(𝑥) = 𝑓∗(𝑥)
𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)+ℎ(𝑥) ⋅ ℎ∗(𝑥)
ℎ(𝑥)

𝑓(𝑥)+ℎ(𝑥),        (14) 

iv) (
𝑓

ℎ
)

∗
(𝑥) =

𝑓∗(𝑥)

ℎ∗(𝑥)
,        (15) 

v) ( 𝑓ℎ)∗(𝑥) = 𝑓∗(𝑥)ℎ(𝑥) ⋅ 𝑓(𝑥)ℎ′(𝑥).      (16)  

  

(11)
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İspat:  

i) 𝑔 çarpımsal türevlenebilir bir fonksiyon ve 𝑘 > 0 bir sabit olmak 

üzere (𝑘. 𝑓)∗(𝑥) fonksiyonunu ele alalım. (9) eşitliği yardımıyla, 

(𝑘. 𝑓)∗(𝑥) = 𝑒[ln∘(𝑘⋅𝑓)]′(𝑥) 

(𝑘. 𝑓)∗(𝑥) = 𝑒(ln∘ 𝑘+ln∘ 𝑓)′(𝑥) 

(𝑘. 𝑓)∗(𝑥) = 𝑒(ln 𝑘)′
⋅ 𝑒(ln∘𝑓)′(𝑥) 

(𝑘. 𝑓)∗(𝑥) = 𝑒0 ⋅ 𝑒(ln∘𝑓)′(𝑥) 
(𝑘. 𝑓)∗(𝑥) = 𝑓∗(𝑥)  
 biçiminde bulunur. 

ii)  𝑓 ve ℎ çarpımsal türevlenebilir iki fonksiyon olsun. (9) eşitliği 

yardımıyla, 

(𝑓 ⋅ ℎ)∗(𝑥) = 𝑒[ln∘(𝑓⋅ℎ)]′(𝑥) 

(𝑓 ⋅ ℎ)∗(𝑥) = 𝑒(ln∘𝑓+ln∘ℎ)′(𝑥) 

(𝑓 ⋅ ℎ)∗(𝑥) = 𝑒(ln∘𝑓)′(𝑥)+(ln∘ℎ)′(𝑥) 

(𝑓 ⋅ ℎ)∗(𝑥) = 𝑒(ln∘𝑓)′(𝑥) ⋅ 𝑒(ln∘ℎ)′(𝑥)  
(𝑓 ⋅ ℎ)∗(𝑥) = 𝑓∗(𝑥) ⋅ ℎ∗(𝑥) 
şeklinde elde edilir. 

iii)  𝑔 ve ℎ çarpımsal türevlenebilir iki fonksiyon olsun. (𝑓 + ℎ)∗(𝑥) 

fonksiyonu (9) eşitliği kullanılarak 

(𝑓 + ℎ)∗(𝑥) = 𝑒[ln∘(𝑓+ℎ)]′(𝑥) 

= 𝑒
(𝑓+ℎ)′(𝑥)
(𝑓+ℎ)(𝑥)  

= 𝑒
𝑓′(𝑥)+ℎ′(𝑥)
𝑓(𝑥)+ℎ(𝑥)  

(𝑓 + ℎ)∗(𝑥) = 𝑒
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)+ℎ(𝑥) ⋅ 𝑒
ℎ′(𝑥)

𝑓(𝑥)+ℎ(𝑥) 

şeklinde yazılır. Son eşitliğin sağ tarafındaki ilk ifadenin üssü 𝑓(𝑥) 

ile çarpılır, 𝑓(𝑥)’ e bölünür; ikinci ifadenin üssü ise ℎ(𝑥) ile çarpılır, 

ℎ(𝑥)’e bölünürse,  

(𝑓 + ℎ)∗(𝑥) = 𝑒
[

𝑓′(𝑥)
𝑓(𝑥)+ℎ(𝑥)

]⋅
𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥) ⋅ 𝑒

[
ℎ′(𝑥)

𝑓(𝑥)+ℎ(𝑥)
]⋅

ℎ(𝑥)
ℎ(𝑥) 

= 𝑒
[

𝑓′(𝑥)

(𝑓(𝑥)+ℎ(𝑥))⋅𝑓(𝑥)
]⋅𝑓(𝑥)

⋅ 𝑒
[

ℎ′(𝑥)

(𝑓(𝑥)+ℎ(𝑥))⋅ℎ(𝑥)
]⋅ℎ(𝑥)
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(𝑓 + ℎ)∗(𝑥) = 𝑓∗(𝑥)
𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)+ℎ(𝑥) ⋅ ℎ∗(𝑥)
ℎ(𝑥)

𝑓(𝑥)+ℎ(𝑥) 
sonucu bulunur. 

iv)  𝑓 ve ℎ çarpımsal türevlenebilir iki fonksiyon olmak üzere 

(
𝑓

ℎ
)

∗
(𝑥) ifadesi (9) eşitliği yardımıyla, 

(
𝑓

ℎ
)

∗

(𝑥) = 𝑒[ln∘(
𝑓
ℎ

)]
′
(𝑥)

 

= 𝑒(ln∘𝑓)′(𝑥)−(ln∘ℎ)′(𝑥) 

=
𝑒(ln∘𝑓)′(𝑥)

𝑒(ln∘ℎ)′(𝑥)
 

(
𝑓

ℎ
)

∗

(𝑥) =
𝑓∗(𝑥)

ℎ∗(𝑥)
 

bulunur. 

v)  𝑓 ve ℎ çarpımsal türevlenebilir iki fonksiyon olsun. ( 𝑓ℎ)∗(𝑥) 

ifadesi (9) eşitliği ile 

( 𝑓ℎ)∗(𝑥) = 𝑒[ln∘(𝑓ℎ)]
′
(𝑥) 

= 𝑒[(ℎ⋅ln∘𝑓)′(𝑥)] 

= 𝑒[ℎ′(𝑥)⋅(ln∘𝑓)(𝑥)+ℎ(𝑥)⋅(ln∘𝑓)′(𝑥)] 

= 𝑒ℎ(𝑥)⋅(ln∘𝑓)′(𝑥) ⋅ 𝑒ℎ′(𝑥)⋅(ln∘𝑓)(𝑥) 

( 𝑓ℎ)∗(𝑥) = 𝑓∗(𝑥)ℎ(𝑥) ⋅ 𝑓(𝑥)ℎ′(𝑥) 
biçiminde olur.  

Tanım 1.5: Şayet 𝑓 fonksiyonu [𝑢, 𝑣] aralığında pozitif ve sürekli 

ise (𝑢, 𝑣) aralığında çarpımsal integrallenebilir ve çarpımsal 

integrali aşağıdaki gibi tanımlanır (Bashirov vd. 2008). 

∗ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑣

𝑢
= 𝑒∫ (ln∘𝑓)(𝑥)𝑑𝑥

𝑣
𝑢     (17) 

Teorem 1.4: 𝑓 ve ℎ fonksiyonları [𝑢, 𝑣] aralığında çarpımsal 

integrallenebilir, (𝑢, 𝑣) açık aralığında pozitif ve sürekli olsun. 

Böylece 𝑘 ∈ ℝ ve 𝑢 ≤ 𝑤 ≤ 𝑣 olmak üzere 𝑓𝑘, 𝑓. ℎ,
𝑓

ℎ
 fonksiyonların 
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çarpımsal integralleri aşağıdaki şekilde tanımlanır (Bashirov vd. 

2008). 

 ∗ ∫ [𝑓(𝑥)𝑘]𝑑𝑥𝑣

𝑢
= [∗ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑣

𝑢
]

𝑘
                 (18) 

 ∗ ∫ [𝑓(𝑥) ⋅ ℎ(𝑥)]𝑑𝑥𝑣

𝑢
= [∗ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑣

𝑢
] ⋅ [∗ ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥𝑣

𝑢
]              (19) 

 ∗ ∫ [
𝑓(𝑥)

ℎ(𝑥)
]

𝑑𝑥𝑣

𝑢
=

[∗∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑣
𝑢

]

[∗∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥𝑣
𝑢

]
                  (20) 

 ∗ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑣

𝑢
[∗ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑤

𝑢
] ⋅ [∗ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑣

𝑤
]                 (21)  

 

2. ÇARPIMSAL DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN 

ADİ NOKTA CİVARINDA ÇÖZÜMÜ 

Tanım 2.1: 𝑦 fonksiyonu bir 𝑥0 noktasının komşuluğunda sonsuz 

çarpımsal türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda 𝑦 aşağıdaki gibi, 

çarpımsal kuvvet serisi açılımına sahiptir, 

𝑦(𝑥) = ∏(𝑎𝑖)
(𝑥−𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

, (𝑎𝑖 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝). 

Tanım 2.2: 𝑛.mertebeden bir çarpımsal homojen lineer diferansiyel 

denklem aşağıdaki şekilde verilir (Yalçın ve Çelik, 2018). 

[𝑦∗(𝑛)] ⋅ [𝑦∗(𝑛−1)]
𝑏𝑛−1(𝑥)

⋅ ⋯ [𝑦∗∗]𝑏2(𝑥) ⋅ [𝑦∗]𝑏1(𝑥) ⋅ 𝑦𝑏0(𝑥) = 1          (22) 

Burada 𝑦∗(𝑛) = 𝑒(ln∘𝑦)(𝑛)(𝑥) şeklinde olup 𝑏𝑛−1(𝑥), ⋯ , 𝑏1(𝑥), 𝑏0(𝑥) 

fonksiyonları 𝑥’ e bağlıdır. 

Tanım 2.3: 𝑦(𝑥), [𝑢, 𝑣] aralığında tanımlı reel değerli bir fonksiyon ve 

𝑥0 ∈ [𝑢, 𝑣] olsun. Bu durumda 𝑈(𝑥0), 𝑥0’ ın bir komşuluğu olmak üzere 

her 𝑥 ∈ 𝑈(𝑥0) için 𝑦(𝑥), 
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𝑦(𝑥) = ∏(𝑎𝑖)
(𝑥−𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

, (𝑎𝑖 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝) 

çarpımsal kuvvet serisi biçiminde yazılabiliyor ise 𝑦(𝑥) fonksiyonuna 

𝑥0 noktasında çarpımsal analitiktir denir. Burada 𝛿 > 0 için bu çarpımsal 

seri, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ise tüm 𝑥 değerleri için yakınsak; |𝑥 − 𝑥0| > 𝛿 ise tüm 

𝑥 değerleri için ıraksaktır denir. 𝛿 ifadesine çarpımsal serinin yakınsaklık 

yarıçapı denir (Yalçın, 2021). 

Tanım 2.4: 𝑥0 ∈ [𝑢, 𝑣] ve 𝑘 = 0,1,2, ⋯ , (𝑖 − 1) için 𝑏𝑘(𝑥) 

fonksiyonları 𝑥0 ∈ [𝑢, 𝑣] noktasında çarpımsal analitik olsun. Bu 

durumda 𝑥0 ∈ [𝑢, 𝑣] noktasına (22) denkleminin bir çarpımsal adi 

noktası denir. Eğer 𝑥0, bir çarpımsal adi nokta değilse,  bu 𝑥0 

noktasına çarpımsal singüler nokta denir (Yalçın, 2021). 

Örnek: 

𝑦∗ ⋅ 𝑦−𝑥 = 1 

𝑦∗ ⋅ 𝑦−3𝑥 = 1 

Çarpımsal homojen diferansiyel denklemleri için herhangi bir 𝑥 =

𝑥0 noktası çarpımsal adi noktadır. 

Teorem 2.1: 𝑥0 ∈ [𝑢, 𝑣] noktası 

𝑦∗∗ ⋅ (𝑦∗)𝐴(𝑥) ⋅ 𝑦𝐵(𝑥) = 1   (23) 

denkleminin bir çarpımsal adi noktası olsun. Bu taktirde, 𝑦(𝑥0) =

𝑎0, 𝑦∗(𝑥0) = 𝑎1 başlangıç şartları ile verilen (23) denkleminin 𝑥 ∈

(𝑥0, 𝑥0 + 𝜌) için aşağıdaki gibi bir çözümü vardır.  

𝑦 = ∏ (𝑎𝑖)
(𝑥−𝑥0)𝑖∞

𝑖=0   (24) 

Burada 𝜌 = min{𝛿1, 𝛿2} ve 𝑥0, (23) denkleminin bir çarpımsal adi 

noktası olduğundan Tanım 2.3 ve Tanım 2.4’ ten dolayı 

𝐴(𝑥) = ∑ 𝐴𝑖(𝑥 − 𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

, (𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥0 + 𝛿1]; 𝛿1 > 0) 
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𝐵(𝑥) = ∑ 𝐵𝑖(𝑥 − 𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

, (𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥0 + 𝛿2]; 𝛿2 > 0) 

biçiminde yazılır (Yalçın, 2021). 

İspat. 𝑥0, (23) denkleminin bir çarpımsal adi noktası olduğundan 

hipotez gereği aşağıdaki ifadeleri yazabiliriz 

𝐴(𝑥) = ∑ 𝐴𝑖(𝑥 − 𝑥0)𝑖∞
𝑖=0 , (𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥0 + 𝛿1]; 𝛿1 > 0) (25) 

𝐵(𝑥) = ∑ 𝐵𝑖(𝑥 − 𝑥0)𝑖∞
𝑖=0 , (𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥0 + 𝛿2];  𝛿2 > 0) (26) 

Burada (23) denkleminin (24) şeklinde çözümünü bulmalıyız. Şayet 

(24) ve (24) serisinin çarpımsal türevleri (23) denkleminde yerine 

yazılırsa. 

∑ ln(𝑎𝑖+2) (𝑖 + 2)(𝑖 + 1)(𝑥 − 𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

+ (∑ 𝐴𝑖(𝑥 − 𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

) (∑ ln(𝑎𝑖+1) (𝑖

∞

𝑖=0

+ 1)(𝑥 − 𝑥0)𝑖)

+ (∑ 𝐵𝑖(𝑥 − 𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

) ∑ ln(𝑎𝑖) (𝑥 − 𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

= 0 

 (27) 

elde edilir. Burada 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0 + 𝜌) ile 𝜌 = min{𝛿1, 𝛿2} için 

aşağıdaki eşitlikleri yazabiliriz. 

(∑ 𝐴𝑖(𝑥 − 𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

) (∑ ln(𝑎𝑖+1) (𝑖 + 1)(𝑥 − 𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

)

= ∑ (∑(𝑗 + 1)𝐴𝑖−𝑗
ln(𝑎𝑗+1)

𝑖

𝑗=0

)

∞

𝑖=0

(𝑥 − 𝑥0) 
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 (28) 

ve 

(∑ 𝐵𝑖(𝑥 − 𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

) (∑ ln(𝑎𝑖) (𝑥 − 𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

)

= ∑ (∑ 𝐵𝑖−𝑗 ln(𝑎𝑗)

𝑖

𝑗=0

)

∞

𝑖=0

(𝑥 − 𝑥0) 

 (29) 

Buradan, (28) ve (29) ifadeleri (27) denkleminde yerlerine yazılırsa 

∑ [ln(𝑎𝑖+2) (𝑖 + 2)(𝑖 + 1) + ∑(𝑗 + 1)𝐴𝑖−𝑗
ln(𝑎𝑗+1)

𝑖

𝑗=0

∞

𝑖=0

+ ∑ 𝐵𝑖−𝑗 ln(𝑎𝑗)

𝑖

𝑗=0

] ⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝑖 = 0 

olur. Böylece 𝑎𝑖 katsayıları aşağıdaki rekürsif bağıntıyı sağlamalıdır. 

(𝑖 + 2)(𝑖 + 1) ln(𝑎𝑖+2) = − ∑ [(𝑗 + 1)𝐴𝑖−𝑗
ln(𝑎𝑗+1) +𝑖

𝑗=0

𝐵𝑖−𝑗 ln(𝑎𝑗)]  (30) 

Eğer 𝑎𝑖 katsayıları (30) tarafından tanımlanırsa, 𝑖 ≥ 2 için 

𝑦 = ∏(𝑎𝑖)
(𝑥−𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

 

Çarpımsal serisinin |(𝑥 − 𝑥0)| < 𝜌 için yakınsak olduğu 

gösterilmelidir. 

 0 < 𝑟 < 𝜌 olacak şekilde bir 𝑟 sabiti ele alalım. (25) ve (26) serileri 

|(𝑥 − 𝑥0)| ≤ 𝑟 için yakınsak olduğundan öyle bir 𝑀 > 0 sayısı 

vardır ki, 
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|𝐴𝑖−𝑗| ≤
𝑀𝑟𝑗

𝑟𝑖 , (𝑖 ∈ 𝑈0; 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖) (31) 

ve 

|𝐵𝑖−𝑗| ≤
𝑀𝑟𝑗

𝑟𝑖 , (𝑖 ∈ 𝑈0; 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖) (32) 

eşitsizlikleri yazılabilir. (30) eşitliğinde (31) ve (32) kullanılırsa 

(𝑖 + 2)(𝑖 + 1) ln(𝑎𝑖+2) ≤
𝑀

𝑟𝑖
∑[(𝑗 + 1)|ln(𝑎𝑗+1)| + |ln(𝑎𝑗)|]

𝑖

𝑗=0

𝑟𝑗 

≤
𝑀

𝑟𝑖
∑ [(𝑗 + 1)|ln(𝑎𝑗+1)| + |ln(𝑎𝑗)|]𝑖

𝑗=0 𝑟𝑗 + 𝑀|ln(𝑎𝑗+1)| ⋅

𝑟 (33) 

elde edilir. Şimdi,  

|ln(𝑎0)| = 𝐴0, |ln(𝑎1)| = 𝐴1 

biçiminde 𝐴0 ve 𝐴1 tanımlayalım. Ayrıca 𝑖 ≥ 2 için 𝐴𝑖 katsayıları 

tarafından 

(𝑖 + 2)(𝑖 + 1)𝐴𝑖+2 =
𝑀

𝑟𝑖
∑[(𝑗 + 1)𝐴𝑖+1 + 𝐴𝑖]

𝑖

𝑗=0

𝑟𝑗 + 𝑀𝐴𝑖+1 ⋅ 𝑟 

 (34) 

tanımlansın. Bu taktirde,  

|𝑎𝑖| ≤ 𝐴𝑖 ,   𝐴𝑖 ≥ 0, (𝑖 = 0,1,2, ⋯ ) 

olduğu görülür. Şimdi, 𝑥’ in hangi değerleri için  

∏ 𝑒𝐴𝑖(𝑥−𝑥0)𝑖∞
𝑖=0  (35) 

serisi yakınsak olur bunu araştıralım. Bunu için (35) çarpımsal serisi 

∏ 𝑒𝐴𝑖(𝑥−𝑥0)𝑖

∞

𝑖=0

= 𝑒∑ 𝐴𝑖(𝑥−𝑥0)𝑖∞
𝑖=0  

eşit olduğundan ∑ 𝐴𝑖(𝑥 − 𝑥0)𝑖∞
𝑖=0  serisinin yakınsaklık aralığı (35) 
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deki çarpımsal serinin yakınsaklık aralığı ile aynıdır. (34) denklemi 

kullanılırsa 

(𝑖)(𝑖 + 1)𝐴𝑖+1 =
𝑀

𝑟(𝑖−1)
∑ [(𝑗 + 1)𝐴𝑖+1 + 𝐴𝑖]𝑖−1

𝑗=0 𝑟𝑗 + 𝑀𝐴𝑖 ⋅ 𝑟 (36) 

(𝑖)(𝑖 − 1)𝐴𝑖 =
𝑀

𝑟(𝑖−2)
∑ [(𝑗 + 1)𝐴𝑖+1 + 𝐴𝑖]𝑖−2

𝑗=0 𝑟𝑗 + 𝑀𝐴𝑖−1 ⋅ 𝑟 (37) 

sonuçları elde edilir. Böylece (36) ve (37) eşitliklerinden 

𝑟 ⋅ (𝑖)(𝑖 + 1)𝐴𝑖+1 = (𝑖)(𝑖 − 1)𝐴𝑖 + 𝑀𝑖𝑟𝐴𝑖 + 𝑀𝐴𝑖𝑟2 

olduğu görülür. Bu taktirde 

𝐴𝑖+1

𝐴𝑖
=

(𝑖)(𝑖 − 1) + 𝑀𝑖𝑟 + 𝑀𝑟2

𝑟(𝑖)(𝑖 + 1)
 

olur. Oran testi yardımıyla 

lim
𝑖→∞

|
𝐴𝑖+1(𝑥 − 𝑥0)(𝑖+1)

𝐴𝑖(𝑥 − 𝑥0)𝑖
| = (

|𝑥 − 𝑥0|

𝑟
) < 1 

sonucuna varılır. Böylece (36) serisi |𝑥 − 𝑥0| < 𝑟 için yakınsaktır. 

Bu ifade (35) çarpımsal serisininde |𝑥 − 𝑥0| < 𝑟 için yakınsak 

olduğunu açıklar. 𝑟, 0 < 𝑟 < 𝜌 aralığında bir sayı olduğundan (35) 

çarpımsal serisi |𝑥 − 𝑥0| < 𝜌 için yakınsaktır. Böylece ispat 

tamamlanmıştır. 

Örnek: 𝑦∗∗ ⋅ (𝑦∗)−𝑥 ⋅ 𝑦−1 = 1  (38) 

çarpımsal diferansiyel denklemin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm. 𝑥0 = 1 noktası (38) denkleminin bir çarpımsal adi noktası 

olduğundan (35) biçiminde bir çözüm aramalıyız. Buna göre (35) 

ifadesinin birinci ve ikinci mertebeden çarpımsal türevleri (38) 

denkleminde yerine yazılırsa 

𝑎2 = 𝑎0
1

2⁄  

ve 

𝑎𝑖+2 = 𝑎𝑖
1

𝑖+2⁄ , 𝑖 = 1,2, ⋯ 
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elde edilir. Yukarıdaki rekürsif bağıntılardan diğer katsayılar 

aşağıdaki gibi bulunur. 

𝑎2 = 𝑎0
1

2⁄ 𝑎3 = 𝑎1
1

3⁄

𝑎4 = 𝑎0
1

2⋅4⁄ 𝑎5 = 𝑎1
1

3⋅5⁄

𝑎6 = 𝑎0
1

2⋅4⋅6⁄

⋮

𝑎2𝑖 = 𝑎0

1
2𝑖⋅𝑖!

⁄

𝑎7 = 𝑎1
1

3⋅5⋅7⁄

⋮

𝑎2𝑖+1 = 𝑎1

2𝑖⋅𝑖!
(2𝑖+1)!

⁄

 

Böylece (38) denkleminin genel çözümü 

𝑦(𝑥) = ∏ (𝑎0

1

2𝑖⋅𝑖!)

𝑥2𝑖∞

𝑖=0

⋅ ∏ (𝑎1

2𝑖⋅𝑖!
(2𝑖+1)!)

𝑥2𝑖+1∞

𝑖=0

 

𝑦(𝑥) = ∏ [(𝑎0

1

2𝑖⋅𝑖!)

𝑥2𝑖

⋅ (𝑎1

2𝑖⋅𝑖!
(2𝑖+1)!)

𝑥2𝑖+1

]

∞

𝑖=0

 

biçiminde olur. 
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3. ÇARPIMSAL HERMITE DIFERANSIYEL DENKLEMI VE 

ÇARPIMSAL HERMITE POLINOMLARI 

Çarpımsal Hermite diferansiyel denklemi, 

𝑦∗∗ ⋅ (𝑦∗)−2𝑥 ⋅ 𝑦2𝑘 = 1   (39) 

biçiminde tanımlanır. Burada 𝑘 bir reel sayıdır. 

𝑘 negatif olmayan bir tamsayı olsun. 𝑥0 = 0 noktası (39) denkleminin 

bir adi noktasıdır. (39) denkleminin 𝑥0 = 0 için (35) şeklindeki çözümünü 

arıyoruz. Bunun için (35) serisi ve (35)’ in çarpımsal türevleri (39) 

denkleminde yerine yazılırsa, 

𝑎2 = 𝑎0
−𝑘 

ve 

𝑎𝑖+2 = 𝑎𝑖

2(𝑖−𝑘)
(𝑖+1)⋅(𝑖+2), 𝑖 = 1,2, ⋯ 

biçiminde tekrarlama bağıntısı bulunur. Bu bağıntı yardımıyla 

𝑎2 = 𝑎0
(−1)⋅

2𝑘

2! 𝑎3 = 𝑎1
(−1)⋅

2(𝑘−1)

3!

𝑎4 = 𝑎0
(−1)2⋅

22𝑘(𝑘−1)

4! 𝑎5 = 𝑎1
(−1)2⋅

22(𝑘−1)⋅(𝑘−3)

5!

𝑎6 = 𝑎0
(−1)3⋅

23𝑘(𝑘−2)(𝑘−4)

6!

⋮

𝑎2𝑖 = 𝑎0
(−1)𝑖⋅

2𝑖𝑘(𝑘−2)⋯(𝑘−2𝑖+2)

(2𝑖)!

𝑎7 = 𝑎1
(−1)3⋅

23(𝑘−1)⋅(𝑘−3)⋅(𝑘−5)

7!

⋮

𝑎2𝑖+1 = 𝑎1
(−1)𝑖⋅

(𝑘−1)⋅(𝑘−3)⋯(𝑘−2𝑖+1)

(2𝑖+1)!

 

𝑎𝑖 katsayıları elde edilir. Böylece (39) denkleminin genel çözümü 

𝑦(𝑥) = 𝑎0 ⋅ ∏ [𝑎0
(−1)𝑖⋅

2𝑖𝑘(𝑘−2)⋯(𝑘−2𝑖+2)
(2𝑖)! ]

𝑥2𝑖∞

𝑖=1

⋅ 𝑎1
𝑥 ∏ [𝑎1

(−1)𝑖⋅
(𝑘−1)⋅(𝑘−3)⋯(𝑘−2𝑖+1)

(2𝑖+1)! ]

𝑥2𝑖+1∞

𝑖=1

 

olarak bulunur. Şimdi başlangıç şartları aşağıdaki gibi olsun 
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𝑦(0) = 𝑎0 = 𝑒(−2)
𝑘
2

⋅(𝑘−1)‼

 

𝑦∗(0) = 𝑎1 = 𝑒0 = 1 ⇒ 𝑎1 = 1 

Burada  

(𝑘 − 1)‼ = {
(𝑘 − 1) ⋅ (𝑘 − 3) … 3 ⋅ 1 (𝑘 − 1) 𝑡𝑒𝑘
(𝑘 − 1) ⋅ (𝑘 − 3) … 4 ⋅ 2 (𝑘 − 1) ç𝑖𝑓𝑡

 

şeklinde tanımlanır. Bu taktirde bu başlangıç koşulları için çözüm 

aşağıdaki gibi olur. 

𝑦(𝑥) = 𝑒(−2)
𝑘
2

⋅(𝑘−1)‼

⋅ ∏ [(𝑒(−2)
𝑘
2

⋅(𝑘−1)‼

)

(−1)𝑖⋅
2𝑖𝑘(𝑘−2)⋯(𝑘−2𝑖+2)

(2𝑖)!

]

𝑥2𝑖

∞
𝑖=1    (40) 

Özel olarak 𝑘 = 6 için çözüm, 

𝑦(𝑥) = 𝑒64𝑥6−480𝑥4+720𝑥2−120 

biçiminde olur. Bu çözüm 6. dereceden çarpımsal Hermite 

polinomudur. Yani  

𝐻6
∗(𝑥) = 𝑒64𝑥6−480𝑥4+720𝑥2−120 

olur. Tek sayı dereceli çarpımsal Hermite polinomlarını bulmak için 

başlangıç şartları özel olarak aşağıdaki gibi seçilsin. 

𝑦(0) = 𝑎0 = 1 

𝑦∗(0) = 𝑎1 = 𝑒−(−2)
𝑘+1

2
⋅(𝑘)‼

 

Bu başlangıç koşulları altında çözüm, 

𝑦(𝑥) = [𝑒−(−2)
𝑘+1

2
⋅(𝑘)‼

] ⋅

∏ [(𝑒−(−2)
𝑘+1

2
⋅(𝑘)‼

)

(−1)𝑖⋅
(𝑘−1)⋅(𝑘−3)⋯(𝑘−2𝑖+1)

(2𝑖+1)!

]

𝑥2𝑖+1

∞
𝑖=1   (41) 
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şeklinde olur. Özel olarak 𝑘 = 5 için çözüm, 

𝑦(𝑥) = 𝑒32𝑥5−160𝑥3+120𝑥 

biçiminde bulunur. Bu çözüm 5. dereceden çarpımsal Hermite 

polinomudur. Yani  

𝐻5
∗(𝑥) = 𝑒32𝑥5−160𝑥3+120𝑥 

olur. 

Sonuç:  (40) ve   (41) ile verilen denklemlere ait bazı Hermite 

polinomları aşağıdaki gibidir, 

𝐻0
∗(𝑥) = 𝑒

𝐻1
∗(𝑥) = 𝑒2𝑥

𝐻2
∗(𝑥) = 𝑒4𝑥2−2

𝐻3
∗(𝑥) = 𝑒8𝑥3−12𝑥

𝐻4
∗(𝑥) = 𝑒16𝑥4−48𝑥2+12

𝐻5
∗(𝑥) = 𝑒32𝑥5−160𝑥3+120𝑥

𝐻6
∗(𝑥) = 𝑒64𝑥6−480𝑥4+720𝑥2−120

⋮

 

 

Klasik Hermite polinomlarındaki özellikler geometrik analizde 

çarpımsal Hermite polinomları içinde geçerlidir. Şimdi bu özelliklere 

bakalım. 

Teorem 3.1: Çarpımsal Hermite polinomları için aşağıdaki özellikler 

geçerlidir. 

(I). 𝐻𝑘
∗(𝑥) = 𝑒𝐻𝑘(𝑥) 

(II). 
𝑑∗

𝑑𝑥∗
[𝐻𝑘

∗(𝑥)] = [𝐻𝑘−1
∗ (𝑥)]2𝑘 

(III). 
𝑑∗(𝑘)

𝑑𝑥𝑘
[𝐻𝑘

∗(𝑥)] = 𝑒2𝑘𝑘! 

(IV). 𝐻𝑘+1
∗ (𝑥) = [𝐻𝑘

∗(𝑥)]2𝑥 ⋅ [𝐻𝑘−1
∗ (𝑥)]−2𝑘 
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(V). 𝐻𝑘+1
∗ (𝑥) = [𝐻𝑘

∗(𝑥)]2𝑥 ⋅ [𝑑∗𝐻𝑘
∗(𝑥)]−1 

(VI). 𝐻𝑘
∗(𝑥) = [𝑑∗(𝑘) (𝑒𝑒−𝑥2

)]
(−1)𝑘⋅𝑒𝑥2

 

(VII). ∗ ∫ [(𝐻𝑝
∗(𝑥)ln(𝐻𝑘

∗))
𝑒−𝑥2

]

𝑑𝑥
∞

−∞
= 1, 𝑘 ≠ 𝑝 

(VIII). ∗ ∫ [(𝐻𝑝
∗(𝑥)ln(𝐻𝑘

∗))
𝑒−𝑥2

]

𝑑𝑥
∞

−∞
= 𝑒2𝑝⋅𝑝!√𝜋,   𝑘 = 𝑝 

İspat.  

(I). İspat açıktır. 

(II). 𝑘 çift sayı olsun. Bu taktirde, (40) eşitliği yardımıyla 𝐻𝑘
∗(𝑥) 

bulunur. (40)’ ın çarpımsal türevini alarak aşağıdaki eşitlik elde 

edilir. 

𝑑∗

𝑑𝑥∗
[𝐻𝑘

∗(𝑥)] = 𝑦∗(𝑥)

= ∏ [(𝑒(−2)
𝑘
2

⋅(𝑘−1)‼

)

(−1)𝑖⋅2𝑖𝑘(𝑘−2)⋯(𝑘−2𝑖+2)
(2𝑖−1)!

]

𝑥2𝑖−1

∞

𝑖=1

 

Burada 𝑘 − 1 tek olacağından, 

𝑑∗

𝑑𝑥∗
[𝐻𝑘

∗(𝑥)] = [𝐻𝑘−1
∗ (𝑥)]2𝑘  (42) 

yazılır. 

(III). İspat için tümevarım yöntemini kullanalım. 𝑘 = 1 için özellik 

sağlanır. Yani, 

𝑑∗

𝑑𝑥∗
[𝐻1

∗(𝑥)] = 𝑒2 

olur. Kabul edelim ki bu özellik 𝑘 = 𝑛 için geçerli olsun. Bu 
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taktirde, 

𝑑∗(𝑛)

𝑑𝑥𝑛
[𝐻𝑛

∗(𝑥)] = 𝑒2𝑛𝑛!  (43) 

yazılır. (II). özellikten  

𝑑∗

𝑑𝑥∗
[𝐻𝑛+1

∗ (𝑥)] = [𝐻𝑛
∗(𝑥)]2(𝑛+1)  (44) 

eşitliği yazılabilir. (43) eşitliğinin her iki tarafına 𝑛. mertebeden 

çarpımsal türevi uygulanırsa, 

𝑑∗(𝑛+1)

𝑑𝑥(𝑛+1)
[𝐻𝑛+1

∗ (𝑥)] = 𝑑∗(𝑛)[𝐻𝑛
∗(𝑥)]2(𝑛+1)  (45) 

elde edilir. (45) eşitliğinde (43) yerine yazılırsa, 

𝑑∗(𝑛+1)

𝑑𝑥(𝑛+1)
[𝐻𝑛+1

∗ (𝑥)] = 𝑒2(𝑛+1)(𝑛+1)!  (46) 

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

 (IV). 𝐻𝑘+1
∗ (𝑥), (28) denkleminin bir çözümü olduğu için  

𝑑∗∗[𝐻𝑘+1
∗ (𝑥)] ⋅ [𝑑∗(𝐻𝑘+1

∗ (𝑥))]
−2𝑥

⋅ [𝐻𝑘+1
∗ (𝑥)]2(𝑘+1) = 1  (47) 

eşitliği yazılabilir. Burada (II). özellikten yararlanılırsa aşağıdaki 

eşitlik yazılır. 

𝐻𝑘+1
∗ (𝑥) = [𝐻𝑘

∗(𝑥)]2𝑥 ⋅ [𝐻𝑘−1
∗ (𝑥)]−2𝑘  (48) 

(V). (42) ve (43) denklemleri birlikte düşünüldüğünde sonuç 

bulunur. 

(VI). İspat için tümevarım yöntemini kullanalım. 𝑘 = 1 için özellik 

sağlanır. 

 𝑘 = 𝑛 için özelliğin geçerli olduğunu kabul edelim. Yani, 

𝐻𝑛
∗(𝑥) = [𝑑∗(𝑛) (𝑒𝑒−𝑥2

)]
(−1)𝑛⋅𝑒𝑥2

  (49) 

olur. Eğer (49) denklemi (V). özellikte yerine yazılırsa 
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𝐻𝑛
∗(𝑥) = [𝑑∗(𝑛) (𝑒𝑒−𝑥2

)]
(−1)𝑛⋅𝑒𝑥2

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

(VII). Çarpımsal integralin tanımı kullanılarak 

∗ ∫ [(𝐻𝑝
∗(𝑥)ln(𝐻𝑘

∗))
𝑒−𝑥2

]

𝑑𝑥∞

−∞

= 𝑒∫ 𝑒−𝑥2
⋅ln(𝐻𝑘

∗)
∞

−∞
⋅ln 𝐻𝑝

∗(𝑥)𝑑𝑥 

yazılır. (I). özellikten ln(𝐻𝑘
∗) = 𝐻𝑘,  ln 𝐻𝑝

∗ = 𝐻𝑝 olduğundan 𝑘 ≠ 𝑝 

için klasik Hermite polinomlarının özelliği kullanılırsa, 

∫ 𝑒−𝑥2
⋅ ln(𝐻𝑘

∗) ⋅ ln 𝐻𝑝
∗ 𝑑𝑥 = 0

∞

−∞

 

olur. Böylece  

∫ [(𝐻𝑝
∗(𝑥)ln(𝐻𝑘

∗))
𝑒−𝑥2

]

𝑑𝑥∞

−∞

= 1 

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

(VIII). Çarpımsal integralin tanımı kullanılarak 

∗ ∫ [(𝐻𝑝
∗(𝑥)ln(𝐻𝑘

∗))
𝑒−𝑥2

]

∞

−∞

= 𝑒∫ 𝑒−𝑥2
⋅ln(𝐻𝑘

∗)⋅ln(𝐻𝑝
∗)

∞
−∞ 𝑑𝑥 

yazılır. (I). özellikten ln(𝐻𝑘
∗) = 𝐻𝑘 ,  ln 𝐻𝑝

∗ = 𝐻𝑝 olur. Çarpımsal 

türev için kısmi integrasyon kullanılarak 𝑘 = 𝑝 için klasik Hermite 

polinomlarının özelliği yardımıyla, 

∗ ∫ [(𝐻𝑝
∗(𝑥)ln(𝐻𝑘

∗))
𝑒−𝑥2

]

𝑑𝑥∞

−∞

= 𝑒2𝑝⋅𝑝!√𝜋 

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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4. SONUÇ 

Hermite diferansiyel denklemine fizik ve mühendislikte çok fazla 

rastlanılır. Çok sayıda problemde, özellikle küreler için sınır değer 

problemlerinde Hermite diferansiyel denklemi kullanılır. Hermite 

diferansiyel denklemi ve çözümleri ile Hermite polinomları çok önemli bir 

yere sahip olduğu için bu kavramları geometrik analize taşıdık. İlk olarak, 

çarpımsal analizde çarpımsal Hermite diferansiyel denklemi tanımlandı. 

Çarpımsal adi bir nokta civarında değişken üslü çarpımsal homojen lineer 

diferansiyel denklemlerin çarpımsal kuvvet seri yöntemini kullanarak 

farklı durumlar için çarpımsal Hermite polinomları elde edildi. Daha sonra 

çarpımsal Hermite polinomları ve özellikleri incelendi. 

Bu çalışmada elde edilen sonuçların klasik analizde elde edilen 

sonuçlara karşılık geldiği görülmüştür.  Bu da  geometrik analizin  klasik 

analiz ile  uyumlu olduğunu birkez daha göstermiştir.
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Yivli Kanallarda Vorteks Üreteçlerinin Isı Transferine 

Etkisi   

Selma AKÇAY 1 

GİRİŞ  

Son yıllarda gelişen teknoloji ile birlikte enerji ihtiyacına olan talep, her 

geçen gün artmaktadır. Bu talebi karşılayabilmek için sınırlı olan 

kaynakların etkin kullanımı ile enerji üretimi gerçekleştirilmektedir. Bu 

durum, ihtiyacımız olan enerjiyi israf etmeden doğru biçimde kullanmayı 

gerektirir. Endüstriyel tesislerde, ulaşım sektöründe, askeri alanlarda, gıda 

ve kimya gibi proseslerde, kamu sektörü ve domestik uygulamalarda 

tüketilen enerjiden tasarruf etmek, ülke ekonomisine oldukça büyük 

kazanç sağlayacaktır. Bu nedenle, gerek enerji üretiminde gerekse üretilen 

enerjinin etkin bir şekilde kullanılmasında mühendislerimize büyük görev 

ve sorumluluklar düşmektedir.  

Pek çok mühendislik uygulamalarında kullanılan termal cihazların 

etkinliğine önemli katkı sağladığı için ısı transferinin iyileştirilmesi önemli 

bir araştırma konusu haline gelmiştir. Bu cihazların genel verimini 

düşürmeden ısı transferini iyileştirmek için kullanılan pasif yöntemler, 

önemli avantajlarla birlikte enerji ve maliyet tasarrufu sağlamaktadır. Pasif 

ısı transferi iyileştirme yöntemleri, mekanik parçalar içermediği ve harici 

bir enerji ihtiyacı gerektirmediği için daha ekonomik ve güvenlidir. Bu 

yöntemler arasında, özel yüzey geometrilerinin kullanılması, yapay 

pürüzlülük, dalgalı, oluklu yada yivli yüzeylerin kullanımı, genişletilmiş 

yüzeylerin (pin/fin ve bölme gibi) uygulanması, bükülmüş bant, tel bobin 

ekleri ve kanat/kanatçıklar gibi vorteks üreteçlerinin (VGs) kullanılması 

gibi uygulamalar sayılabilir [1-4]. Bu uygulamalar, buharlaştırıcılar, 

kondansatörler, gaz türbini kanadı soğutma kanalları, nükleer reaktörler, 

ısı eşanjörleri, güneş hava ısıtıcıları vb. gibi çeşitli uygulamalarda oldukça 

sık tercih edilmektedir [5-8]. Dalgalı yüzey geometrileri, hem ısı transfer 

alanını artırır hem de kendi kendine akış salınımlarına neden olur. Kanalın 

geometrik özelliklerine bağlı olarak bu yüzeylerin ısı transfer hızını 

artırdığı yapılan çalışmalar ile bildirilmiştir [9-13]. Kurtulmus ve Sahin 

[14] dalgalı kanallarda akış ve ısı transfer davranışını inceleyen değerli bir 

derleme çalışması sunmuşlardır. Zontul vd. [15] yaptıkları deneysel ve 
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sayısal çalışma ile dikdörtgen dalgalı bir kanalda akış ve ısı transferini 

inceleyerek anlık akış görüntülerini elde etmişlerdir. Çalışmalarının 

sonucunda, Reynolds sayısı ile Nusselt sayısının ve sürtünme faktörünün 

arttığını, termo-hidrolik performansın ise azaldığını rapor etmişlerdir. 

Brodnianská ve Kotśmíd [16] farklı dalga şekline sahip bir kanalda ısı 

transferini deneysel ve sayısal olarak incelemişler ve artan Reynolds sayısı 

ve azalan kanal yüksekliği ile ısı transferinin iyileştiğini bildirmişlerdir. 

Mehta vd. [17] asimetrik dalgalı kanallarda duvar dalga genliğinin akış ve 

termal performansa etkilerini laminar akış koşullarında sayısal olarak analiz 

etmişler ve artan Reynolds sayısı ve duvar dalga genliklerinde Nusselt 

sayısının arttığını bildirmişlerdir.  

Dalgalı kanallar içerisine farklı geometriye sahip vorteks üreteçlerinin 

eklenmesi ısı transfer hızını önemli derecede artırmaktadır. Kanallara ilave 

edilen bu vorteks üreteçlerinin (VGs) kullanılmasının amacı, türbülatör 

etkisi göstererek akışta girdap yapılarının oluşmasına yardımcı olmaktır. 

Akışta oluşan bu girdaplar yapıları, ısıl direnci azaltarak homojen bir akış 

karışımı sonucu ısı transferinin iyileşmesine neden olmaktadır. Vorteks 

üreteçlerinin akış ve ısı transferine etkilerini araştırmak için pek çok 

araştırma yapılmıştır. Bu çalışmalarda, vorteks üreteçlerinin geometrileri, 

kanal içerisindeki konumları, eğim açıları gibi pek çok geometrik 

parametreler ile akış yapısı ve akışkan özellikleri birlikte araştırılmıştır. Bu 

konu üzerinde yapılan çalışmalarda, yüksek ısı transferi elde edilmesi 

nedeniyle bu araştırmalar, son yıllarda büyük ilgi odağı olmuştur [18-22].  

Isı transferi performansını daha fazla artırmak için birden fazla pasif 

teknik birlikte kullanılmaktadır. Bunu için basınç düşümünün nispeten 

daha az olduğu düz kanallar tercih edilerek kanal yüzeylerine farklı 

geometrilerde yivler açılması ile ısıl performansın artırılması 

hedeflenmiştir [23-26]. Modi ve Rathor    [27] sayısal çalışmalarında, 

dalgalı kanallarda farklı konfigürasyonlardaki VGs’nin akış ve ısı 

transferini laminar akış şartlarında (400≤ Re≤1000) incelemişler ve VGs 

geometrilerinin akış yapısını ve ısı transferini etkilediğini bildirmişlerdir. 

Promvonge vd. [28] aşağı akış ve yukarı akış yönünde iki farklı düzenleme 

ile ayrık V-tipi kanatçıklar içeren bir ısı eşanjöründe türbülanslı akış için 

basınç düşüşünü ve termal etkinliği deneysel ve sayısal olarak 

incelemişlerdir. Çalışmalarının sonucunda, kanatçık yüksekliğinin ısı 

transferini etkilediğini ve en düşük kanatçık adım uzunluğunda en yüksek 

ısı transferinin ve basınç düşüşünün elde edildiğini bildirmişlerdir. 

Sriromreun vd. [29] dikdörtgen bir kanalda Z tipi saptırma 
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türbülatörlerinin ısı transfer performansı üzerindeki etkilerini deneysel ve 

sayısal olarak incelemişler ve düz kanallarla karşılaştırıldığında Z 

bölmelerin varlığının ısıl performans üzerinde önemli bir etkiye sahip 

olduğunu bildirmişlerdir. Turgut ve Kızılırmak [30] bir kanal içerisinde 

farklı eğim açılarına (30o≤ α ≤ 150o) sahip bölmelerin akış ve ısı transferini 

türbülanslı akış için sayısal olarak incelemişler ve en yüksek ısıl 

performansın α=150o de elde edildiğini bulmuşlardır. Promvonge vd. [31] 

deneysel çalışmalarında, eğimli at nalı bölmelerinin kullanıldığı bir 

kanalda, ısı transfer iyileşmesinin düz kanallara kıyasla yaklaşık %92-208 

oranında arttığını, bunun yanında sürtünme faktörünün ise 1,76-6,37 kat 

arttığını bildirmişlerdir. Kumar vd. [32] çoklu V-tipi bölmeler kullanarak 

güneş hava kanalının ısı transferini deneysel olarak incelemişlerdir. Sahel 

vd. [33] sayısal çalışmalarında, dikdörtgen bir kanalda kullanılan farklı 

bölme tasarımının ısı transferini %65 oranında iyileştirdiğini 

bildirmişlerdir. Menni vd. [34] S-şeklinde bölmeler içeren bir güneş hava 

kanalında, bölmelerin iki farklı düzenlemesinde (aşağı akış ve yukarı akış 

yönlerinde) akış ve ısı transferini türbülanslı akış için sayısal olarak 

incelemişlerdir. Sonuçta, bölmelerin kullanılmasının ısı transfer hızını 

arttırdığını ve en yüksek ısı transferinin aşağı yönde yerleştirilen bölme 

düzenlemesinde ve Re=32000’de 1,513 kat arttığını bildirmişlerdir. 

Bensaci vd. [35] hava kanallarında kullandıkları farklı pozisyonlardaki 

bölmelerin hidrolik ve termal performansa etkilerini araştırmak için 

deneysel ve sayısal bir çalışma yapmışlar ve bölmelerin pozisyonlarının ısı 

transferini etkilediğini belirtmişlerdir. Wang vd. [36] güneş hava ısıtıcısında, 

akış hızı, ışınım yoğunluğu ve farklı geometride yivlerin kullanımı gibi 

parametrelerin ısı transferine etkilerini incelemişler ve S-şeklindeki 

yivlerin, ısı transferini düz kanallara göre yaklaşık %48 oranında 

iyileştirdiğini bildirmişlerdir. 

Mühendislik uygulamalarında yaygın olarak kullanılan su, etilen glikol 

ve yağ gibi geleneksel sıvıların, termo-fiziksel özellikleri oldukça 

düşüktür. Bu tür soğutma sıvılarının termal özelliklerini iyileştirmek için 

yeni teknolojilerden yararlanılmaktadır. Bu amaçla uygulanan etkili 

tekniklerden biri, yüksek ısıl iletkenliğe sahip nano boyutlu katı 

parçacıkların temel akışkana eklenmesidir. Nanoakışkan olarak bilinen bu 

süspansiyonların, kullanılan nanopartikül tipine ve nanopartikül hacim 

oranlarına göre ısı transferini artırdığı yapılan çalışmalar ile kanıtlanmıştır 

[37-41]. Taşınım ısı transfer katsayısını ve termal iletkenliği artırmak için 

uygulamalarda, pasif yöntemler ile birlikte nanoakışkanların kullanılması 
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oldukça sık tercih edilmektedir. Heshmati vd. [42] Al2O3, CuO, ZnO ve 

SiO2 nanopartiküllerin % 0 ila % 4 arasında değişen hacim oranlarında, 

farklı geometriye sahip oluklu bölme ile geriye dönük bir basamak 

üzerinde 50≤Re≤400 aralığındaki Reynolds sayılarında ısı transferini 

sayısal olarak incelemişlerdir. Sonuç olarak, yüksek partikül hacim 

oranları ve küçük nanopartikül çapına sahip nanoakışkanların ısı 

transferini önemli ölçüde iyileştirdiğini göstermişlerdir. Alnak [43] yaptığı 

sayısal çalışma ile farklı açılarda yerleştirilmiş dikdörtgen bölmelere sahip 

çapraz oluklu üçgen kanallarda, ısı transferi ve basınç düşüşünü k-ε 

türbülans modelini kullanarak analiz etmiştir. Çalışma sonucunda, Re = 

6000 değerinde, 90° bölme açısında dikdörtgen bölmeli oluklu kanalın 

Nusselt değerinin, 60° bölme açısından % 52,8 daha yüksek olduğunu 

bulmuş, ayrıca Re =1000 için basınç düşüşünün 90° bölme açısına göre 

60° bölme açısında % 65,97 daha düşük olduğunu göstermiştir. Ajeel vd. 

[44] eğimli oluklu bir kanalda, L şeklinde bölmelerin varlığında ZnO-su 

nanoakışkanın akış ve ısı transfer özelliklerini türbülanslı akış için sayısal 

olarak incelemişler ve bölmelere bağlı olarak akışta girdap oluşumunun 

artan türbülans etkileri ile ısı transferini arttırdığını bildirmişlerdir. Manca 

vd. [45] dış duvarlarına ısı akısı uygulanmış bir kanalda, farklı yiv 

yüksekliğinde, % 0 ila % 4 nanopartikül hacim oranlarında Al2O3–su 

nanokışkanın türbülanslı akışı (20000≤Re≤60000) için ısı transferini 

araştırmışlardır. Çalışmalarının sonucunda, Reynolds sayısı ve partikül 

hacim oranı arttıkça ısı transferinin iyileştiğini ve pompalama gücünün de 

arttığını bildirmişlerdir. Menni vd. [46] ısı değiştiricilerinin termal 

performansını iyileştirmek amacıyla yaptıkları çalışmalarında, kanal 

içinde farklı açılarda bölmeler kullanarak nanoakışkanların dinamik ve 

termal davranışlarını türbülanslı akış için incelemişler ve en yüksek termal 

performansın, yüksek Reynolds sayısında dik bölmelerin kullanıldığı 

durumda elde edildiğini bildirmişlerdir. Huminic ve Huminic [47] dalgalı 

kanallarda temel akışkanların ve nanoakışkanların hidrolik ve termal 

davranışlarını inceleyen bir derleme çalışması sunmuşlardır. Qi vd. [48] 

dalgalı kanallarda TiO2-su nanoakışkanın, akış ve ısı transferini inceleyen 

deneysel ve sayısal bir çalışma gerçekleştirmişlerdir. Pordanjani vd. [49] 

ısı değiştiricilerinde enerji tasarrufu üzerinde nanoakışkan 

uygulamalarının etkilerini inceleyen bir derleme çalışması sunmuşlardır. 

Mei vd. [50] dalgalı kanallarda manyetik alan altında Fe2O3-su 

nanoakışkanın termal performansını ve basınç düşüşünü sayısal olarak 

araştırmışlardır. Kaood ve Hassan [51] farklı geometriye sahip dalgalı 
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kanallarda, farklı tip nanoakışkanların değişen partikül hacim oranlarında 

enerji  performansını  ve  ısı  transfer  iyileşmesini  sayısal  bir  çalışma  ile 

incelemişlerdir.  Çalışmalarının  sonucunda,  düz  kanallarla 

karşılaştırıldığında  nanoakışkanların  ısı  transferini  oldukça  artırdığını 

bildirmişlerdir. Tian vd. [52] Al2O3-su ve CuO-su olmak üzere iki farklı 

tipte nanoakışkan kullanarak farklı kesit alanlarına sahip kanallarda, üçgen 

şeklinde  vorteks  üreteçlerinin  ısı  transferini,  basınç  düşüşünü  ve  ekserji 

analizini  incelemişlerdir.  Çalışmalarının  sonucunda,  en  yüksek  termal 

performansın dairesel kesitli kanallarda elde edildiğini,  iş yapan akışkan 

olarak nanoakışkanların kullanılması halinde vorteks üreteçlerinin Nusselt 

sayısını  önemli  ölçüde  artırdığını  bulmuşlardır.  Bunun  yanında,

nanoakışkanların daha fazla ekserji yıkımına yol açtığını bildirmişleridir.

Akçay [53] içerisinde bölmelerin yer aldığı Z-şeklinde dalgalı bir kanalda 

CuO-su  nanoakışkanın  termo-hidrolik  performansını  sayısal  olarak 

incelemiş  ve  akış  yapısının  kanal  geometrisinden  etkilendiğini  ve 

nanoakışkanların ısı transferini iyileştirmede önemli bir potansiyele sahip 

olduğunu  belirtmiştir.  Akdag  vd.  [54,56]  yaptıkları  üç  ayrı  çalışma  ile 

sinusoidal,  trapez  ve  üçgen  dalgalı  kanallarda  laminer  pulsatif 

nanoakışkan  akışında ısı  transferini  araştırmışlar  ve  artan  partikül  hacim 

oranı  ve  Reynolds  sayısı  ile  termal  performansın  arttığını  belirterek 

sürtünme kaybının da bir miktar yükseldiğini göstermişlerdir.

  Bugüne kadar yapılan çalışmalardan da anlaşıldığı gibi dalgalı yüzeye

sahip  kanallarda  nanoakışkan  akışı   altında  vorteks  üreteçlerinin

kullanılması  ile  ilgili  pek  çok  deneysel  ve  sayısal  çalışmaya

rastlanmaktadır. Bu uygulamaların kullanılması her ne kadar ısı transferini

artırsa da kullanılan VGs nedeniyle akış alanı kısıtlanmakta ve bu durum

basınç düşüşünde bir miktar artışa yol açmaktadır. Bu nedenle, en yüksek

ısı  transferini  en  az  basınç  kaybı  ile  sağlayan  kanal  geometrisinin  ve

vorteks  üretecinin  belirlenmesi  oldukça  zordur.  Ayrıca,  ısı  transferini

artırsa bile nanoakışkanların viskozitesinin temel akışkandan daha yüksek

olması   sürtünme   faktörünü   artıracaktır.  Bugüne  kadar  yapılan

araştırmalarda, yüksek  ısı  transferini  ve  en  az basınç düşüşünü sağlayan

nanopartikül  tipinin  ve  partikül  hacim  oranının  belirlenmesi   için   kesin

bir   kriter   bildirilmemiştir.  Kullanılan   parametre  sayısının   da   oldukça

fazla   olması,  bu   konuda   yapılan   çalışmaları  artırmıştır.  Bu

çalışmada,  yüzeylerinde   V-şeklinde   yivlerin   olduğu   ve  kanal

merkezine   damla   şeklinde   türbülatörlerin   eklendiği   bir   kanalda,

Al2O3-su  nanoakışkanın  φ=%5  partikül  hacim  oranında,  ısı  transferi  ve

sürtünme  faktörü  sayısal  olarak  analiz  edilmiştir.  Yapılan  çalışma,  aynı
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zamanda türbülatörlerin olmadığı yivli kanalda taban akışkan akışı ile 

karşılaştırılmıştır. 

SAYISAL ÇALIŞMA   

Sayısal Model ve Denklemler 

Şekil 1'de, çalışmada kullanılan içerisinde damla şeklinde vorteks 

üreteçleri (VGs) bulunan yivli kanalın geometrisi detayları ile birlikte 

verilmiştir. Kanalın yüksekliği (H), 19 mm’dir. Kanal girişinde ve 

çıkışında, sırasıyla L1=5H ve L3=10H uzunluğunda ısıtılmamış düz bir 

bölüm vardır. Yivli yüzeyden oluşan ısıtılmış kanal uzunluğu L2 olarak 

gösterilmiştir. Yivli kısımlar arasındaki mesafe S= 2H olarak alınmıştır. 

Yivlerin yüksekliği a=2mm’dir ve diğer geometrik ölçüler, Şekil 1 

üzerinde gösterilmiştir. Kanal merkezine damla şeklinde 6 adet vorteks 

üreteci yerleştirilmiştir.  

 

 

 

 

  

   

 

Şekil 1. Sayısal modelin  geometrisi.

  Al2O3-su  nanoakışkan,  iş  yapan  akışkan  olarak  kullanılmış  ve

nanopartikül  hacim  oranı  φ=0,05  olarak  tüm  testlerde  sabit  tutulmuştur.

Çalışma,  içerisinde  VGs  bulunmayan  yivli  kanal  geometrisinde,  taban

akışkan akışı ile de karşılaştırılmış ve diğer geometrik parametreler sabit

kabul  edilmiştir.  Çalışmalar,  Reynolds  sayısının  belirli  bir  aralığı

(100≤Re≤900) için uygulanmıştır.

  Akışkanın  Newtoniyen  tipte,  tek  fazlı  ve  sıkıştırılamaz  olduğu  kabul

edilmiştir. Sayısal çözümler, iki boyutlu ve laminer  daimi akış şartlarında

yapılmıştır.  Al2O3  nanopartiküller ile suyun karışımının  homojen  olduğu

farzedilmiştir.  Işınımla  olan  ısı  transferi  ve  yerçekimi  etkileri  ihmal

edilerek  bu  kabullere  göre  korunum  denklemleri  aşağıdaki  eşitliklerde

verilmiştir;
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Süreklilik denklemi: 

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
+ 𝛻(𝜌𝑢) = 0       (1) 

Momentum denklemi: 

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑢𝑖𝑢𝑗)

𝜕𝑥𝑖
= −

𝜕𝑃

𝜕𝑥𝑖
+

1

𝑅𝑒
𝛻2𝑢𝑗     (2) 

Enerji denklemi: 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑖

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
=

1

𝑅𝑒𝑃𝑟
∇2𝑇      (3) 

Çalışmada kullanılan ilgili parametreler, Reynolds sayısı (Re), Nusselt 

sayısı (Nu) ve sürtünme katsayısı (f) olarak belirlenmiştir. Bu 

parametrelere ait denklemler takip eden eşitliklerde sunulmuştur. 

Reynolds sayısı (Re) ve hidrolik çap (Dh) Eşitlik (4) ve (5) ile 

hesaplanmıştır: 

𝑅𝑒 =
𝜌𝑢𝐷ℎ

𝜇
       (4) 

𝐷ℎ =
4𝐻𝑊

2(𝐻+𝑊)
       (5) 

Yerel Nusselt sayısı ve ilgili parametreler Eşitlikler (6) - (9) ile verilmiştir:   

𝑁𝑢𝑥 =
ℎ𝐷ℎ

𝑘𝑓
       (6) 

ℎ =
𝑄𝑐𝑜𝑛𝑣

𝐴𝐿∆𝑇𝑙𝑚
       (7) 

𝑄𝑐𝑜𝑛𝑣 = 𝑚𝐶(𝑇𝑖,𝑏 − 𝑇𝑜,𝑏)      (8) 

∆𝑇𝑙𝑚 =
(𝑇𝑖,𝑏−𝑇𝑜,𝑏)

𝑙𝑛(
𝑇𝑤−𝑇𝑖,𝑏
𝑇𝑤−𝑇𝑜,𝑏

)
      (9) 

Burada, k ısı iletim katsayısı, h ısı taşınım katsayısı, ΔTlm logaritmik 

sıcaklık farkıdır. Qconv, AL, m, ve C, sırasıyla taşınımla ısı transferi, ısı 

transfer alanı, kütlesel debi ve özgül ısı olarak tariflenmiştir.  

Ortalama Nusselt sayısı Eşitlik (10) ile hesaplanmıştır:  

𝑁𝑢 =
1

𝐿
∫ 𝑁𝑢𝑥𝑑𝑥

𝐿

0
      (10) 

Nusselt sayısına bağlı olarak hesaplanan ısı transfer performansı (ε) 

Eşitlik (11) ile bulunmuştur:  

𝜀 =
𝑁𝑢(𝑛)

𝑁𝑢(𝑠)
       (11) 
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Burada Nu(n) ve Nu(s), sırasıyla VGs’nin bulunduğu nanoakışkan 

akışında elde edilen Nusselt sayısını ve düz kanalda temel akışkan için 

hesaplanan Nusselt sayısını göstermektedir.  

Sürtünme faktörü (f) Eşitlik (12) ile bulunmuştur: 

𝑓 =
2∆𝑃𝐷ℎ

𝜌𝑢2𝐿
       (12) 

Burada, ΔP kanal giriş ve çıkışı arasındaki basınç farkını temsil 

etmektedir. Sürtünme faktörüne bağlı olarak hesaplanan boyutsuz 

sürtünme faktörü Eşitlik (13) ile elde edilmiştir: 

𝛤 =
𝑓(𝑛)

𝑓(𝑠)
        (13) 

Burada f(n) ve f(s), sırasıyla VGs’nin bulunduğu nanoakışkan akışında 

elde edilen sürtünme faktörünü ve düz kanalda taban akışkan için 

hesaplanan sürtünme faktörünü göstermektedir.  

  Nanoakışkanların Fiziksel Özellikleri 

Al2O3-su nanoakışkanın termofiziksel özellikleri olan yoğunluk (ρnf) 

Eşitlik (14) ve özgül ısı (Cnf) Eşitlik (15) [57], ısı iletim katsayısı (knf) 

Eşitlik (16) ve dinamik viskozite (µnf) Eşitlik (17) [58 ] ile 

hesaplanmıştır. 

𝜌𝑛𝑓 = (1 − 𝜑)𝜌𝑏𝑓 + 𝜑𝜌𝑝𝑡      (14) 

𝐶𝑛𝑓 =
(1−𝜑)𝜌𝑏𝑓𝐶𝑏𝑓+𝜑𝜌𝑝𝑡𝐶𝑝𝑡

𝜌𝑛𝑓
      (15) 

𝑘𝑛𝑓 = 𝑘𝑏𝑓
[𝑘𝑝𝑡+2𝑘𝑏𝑓−2𝜑(𝑘𝑏𝑓−𝑘𝑝𝑡)]

[𝑘𝑝𝑡+2𝑘𝑏𝑓+𝜑(𝑘𝑏𝑓−𝑘𝑝𝑡)]
     (16) 

𝜇𝑛𝑓 = 𝜇𝑏𝑓[123𝜑2 + 7.3𝜑 + 1]     (17) 

Tablo 1: Al2O3 nanopartikülün ve suyun termofiziksel özellikleri (300 K) 

 Yoğunluk 

ρ [kg/m3] 

Özgül ısı 

C [J/kgK] 

Isıl iletkenlik 

k [W/mK] 

Viskozite 

μ [kg/ms] 

H2O 998,2 4182 0,6 0,001003 

Al2O3 3950 765 36 - 

Taban akışkan olarak su kullanılmıştır. Taban akışkan ve Al2O3 

nanopartikülün 300K sıcaklığında termo-fiziksel özellikleri Tablo 1 ile 

verilmiştir [52]. 
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Sayısal Yöntem 

Sayısal modelin çizimi ve hücrelere ayrılması Gambit programı 

yardımıyla gerçekleştirilmiştir. Hücre yapısında üçgen elemanlar tercih 

edilmiştir. Yivli kanalın (a) ve içerisinde damla şeklinde vorteks 

üreteçlerinin yer aldığı kanalın (b), hücrelere ayrılmış yapıları detayları ile 

birlikte Şekil 2’de gösterilmiştir.  

 

Şekil 2. Sayısal modelin ağ yapısı, a-yivli kanal, b- vorteks üreteçli kanal. 

Problemin çözümü, Fluent 15.0 [59] yazılımı ile gerçekleştirilmiştir. 

Sonlu hacim yaklaşımı ile ayrıklaştırılan denklemler, SIMPLE algoritması 

ile çözülmüştür. Denklemlerde elde edilen taşınım ve yayınım terimler için 

ikinci dereceden ileri fark şeması kullanılmıştır. Çözümlerde, süreklilik, 

momentum ve enerji eşitlikleri için yakınsama kriteri 10−7 kabul edilmiştir. 

Grid bağımsızlığı için 86534, 145112, 188138, 226750, 254948 eleman 

sayılarında çeşitli testler uygulanmış olup her bir eleman sayısında Nusselt 

sayıları hesaplanmıştır. 188138 hücre sayısından sonra Nusselt sayısındaki 

değişimin %2’den az olduğu tespit edilerek sayısal modele 188138 eleman 

sayısı uyarlanmıştır. Eleman sayıları ile Nusselt sayısının değişimi Şekil 

3’te gösterilmiştir. 

 

Şekil 3. Eleman sayıları ile Nusselt sayısının değişimi (Re=100 ve Re=500). 
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Sınır Şartları 

Akışkanın kanala Ti =300K sıcaklığında girdiği kabul edilerek kanal 

girişinde, "hız giriş” sınır şartı tariflenmiştir. Çıkışta ise "dışa akış” 

sınır şartı uygulanmıştır. V şeklinde yivlerin bulunduğu kanalın alt ve üst 

yüzeyleri 360K sıcaklığında korunmuştur. Kanalın merkezinde 

konumlanan damla şeklindeki vorteks üreteçleri için adyabatik ve kaymaz 

sınır şartı tariflenmiştir. Kanalın girişinde ve çıkışındaki düz bölümler için 

yine kaymaz ve adyabatik duvar sınır şartı uygulanmıştır. 

TARTIŞMA ve SONUÇLAR 

Bu çalışmada elde edilen sayısal sonuçlar, Meyer ve Abolarin [60] 

tarafından gerçekleştirilen deneysel çalışma sonuçları ile doğrulanmıştır. 

19mm hidrolik çapa sahip düz bir kanalın yüzeylerine, q”=2kW ısı akısı 

uygulanmış ve Re=1331 değeri için x/D mesafelerinde ısı taşınım 

katsayıları, h (W/m2K) elde edilmiştir. Deneysel sonuçlar ile bu çalışmanın 

sayısal sonuçlarının karşılaştırması Şekil 4’de verilmiştir. 

 

Şekil 4. Sayısal çözümün önceki çalışma sonuçları [60] ile karşılaştırılması. 
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bu çalışma

Bu bölümde, yüzeyleri yivli ve merkezinde VGs bulunan bir kanalda, 

Al2O3-su nanoakışkanın, akış ve ısı transfer davranışı, farklı  parametreler 

için incelenmiştir. Nanopartikül hacim oranı tüm testlerde sabit tutulmuş 

(φ=%5) ve Reynolds sayısı (Re) değiştirilerek kanal içinde hız alanları, 

sıcaklık dağılımları ile vorteks yapıları elde edilmiştir. Çalışma, taban 

akışkan için içerisinde VGs bulunmayan yivli kanal akışı ile de 

karşılaştırılmıştır. 
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Şekil 5’te, V şeklinde yivli kanalın, taban akışkan için farklı Reynolds 

sayıları ile hız alanları (a), sıcaklık dağılımları (b) ve vorteks yapıları (c) 

verilmiştir. Kanalda, yivli kısımdan geçen akışkanın kesit daralması 

nedeniyle hızının arttığı görülmektedir. Kanal giriş hızının artması ile akış 

yapısı oldukça değişmektedir. Özellikle yüksek Reynolds sayısında 

(Re=900), kanalda akış salınımları meydana gelmektedir. Bu salınımlar, 

akış karışımında önemli rol oynamaktadır (Şekil 5a). Hız alanlarındaki bu 

değişim, sıcaklık alanlarına da yansır. Düşük Reynolds sayısında, ısıtılmış 

yivli kanal yüzeylerinin sıcaklıkları oldukça yüksektir. Artan Reynolds 

sayılarında yüzeydeki sıcaklık gradyanının düştüğü gözlenmektedir (Şekil 

5b). Düşük hızlarda kanal yüzeyleri boyunca uzunlamasına olan vorteks 

yapılarının, yüksek hızlarda enine büyüyerek kanalın merkezine doğru 

ilerlediği görülmektedir (Şekil 5c). 
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Şekil 5. Yivli kanalda taban akışkan akışında farklı Reynolds sayıları için, a- hız 

alanları, b- sıcaklık dağılımları, c- vorteks yapıları. 
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Şekil 6’da, yivli ve merkezi vorteks üreteçlerinin bulunduğu kanalda, 

taban akışkan için farklı Reynolds sayıları ile hız alanları (a), sıcaklık 

dağılımları (b) ve vorteks yapıları (c) gösterilmektedir. Merkezi VGs, akış 

yapısını önemli ölçüde değiştirmektedir. Akış, VGs nedeniyle iki kola 

ayrılmakta ve daha sonra birleşmektedir. Böylece, kanal merkezindeki 

soğuk akışkan, ısıtılmış kanal yüzeylerine doğru yönlenmektedir. Kanal 

giriş hızı arttıkça akış salınımı artarak VGs’nin ardında art izleri 

oluşmaktadır (Şekil 6a). Düşük Reynolds sayılarında kanal yüzeylerinin 

sıcaklığının yüksek olduğu, yüksek Reynolds sayılarında ise yüzey 

sıcaklığının oldukça azaldığı görülmektedir (Şekil 6b). Bu durum, VGs’nin 

ısı transferi iyileşmesinde önemli bir role sahip olduğunu kanıtlamaktadır. 

Şekil 6c, düşük Reynolds sayılarında, kanal yüzeylerine yakın bölgelerde 

ve VGs’nin ardında meydana gelen akış döngülerinin, yüksek Reynolds 

sayılarında tüm kanalı kapladığını göstermektedir. 
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Şekil 6. Vorteks üreteçli kanalda taban akışkan akışında farklı Reynolds sayıları 

için, a- hız alanları, b- sıcaklık dağılımları, c- vorteks yapıları. 
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Şekil 7’de yivli ve VGs’nin bulunduğu kanalda, Al2O3-su 

nanoakışkanın φ=%5 partikül hacim oranlarında, farklı Reynolds sayıları 

ile hız alanları (a), sıcaklık dağılımları (b) ve vorteks yapıları (c) 

verilmiştir. Nanoakışkan akışında, kanaldaki akış yapısı, taban akışkan 

akışına ait görüntüler (Şekil 6) ile benzerlik göstermektedir. Ancak, 

nanoakışkanların varlığında, kanal içerisinde akış döngülerinin arttığı 

(Şekil 7c) ve yüzey sıcaklığının Şekil 6b’deki sıcaklık dağılımına göre 

daha düşük olduğu görülmektedir.  

 
Re=100 

 
Re=500 

 

a 

Re=900 

 
Re=100 

 
Re=500 

 

b 

Re=900 

 Re=100 

 
Re=500 

 

c
 

Re=900 

Şekil 7. Vorteks üreteçli kanalda nanoakışkan akışında farklı Reynolds sayıları 

için, a- hız alanları, b- sıcaklık dağılımları, c- vorteks yapıları. 

Şekil 5, 6 ve 7’de, kanal içindeki hız alanları, sıcaklık dağılımları ve 

vorteks yapıları için renk skalaları, Şekil 8, 9 ve 10’da verilen renk skalaları 

ile aynıdır. 

Şekil 8’de, Re=100 için yivli ve VGs’nin bulunduğu kanalda taban 

akışkan ve nanoakışkan akışında, hız alanları (a), sıcaklık dağılımları (b) 

ve vorteks yapıları (c), kanalın belirli bir bölümü için verilmiştir. Yivli 

kanalda akışkanın, kanal yüzeylerine paralel olarak aktığı, yivlerin akış 

yapısını kısmen bozduğu görülmektedir. Kanal yüzeylerinde yer alan bu 

yivler, sınır tabaka oluşumunu engelleyerek termal direnci azaltmaya 

yardımcı olmaktadır. VGs’nin kullanım amacı ise akış içinde girdap etkisi 
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oluşturarak daha iyi bir akış karışımı sağlamaktır. Bu nedenle, damla 

şeklinde vorteks üreteçleri kanalın merkezine yerleştirilmiştir. VGs’nin yer 

aldığı kanallarda yüzeydeki yivlerin de etkisiyle akış salınımlarının 

meydana geldiği ve akışın kanal yüzeylerine doğru yöneldiği 

görülmektedir. Her VGs’de akış iki kola ayrılır ve daha sonra yeniden 

bağlanır. Bu durum periyodik olarak devam eder (Şekil 8a). VGs’nin 

olmadığı kanalda, yüzeydeki sıcaklık gradyanının VGs’nin olduğu kanala 

göre oldukça yüksek olduğu görülmektedir (Şekil 8b). VGs’nin yer aldığı 

kanalda, düşük Reynolds sayısında (Re=100) taban akışkan ve 

nanoakışkan akışında sıcaklık dağılımları ve vorteks yapıları birbirlerine 

oldukça benzerdir (Şekil 8b ve 8c).  
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Şekil  8.  Re=100 için farklı kanal akışlarında,  a-  hız alanları, b-  sıcaklık dağılımları,

c-  vorteks yapıları.

  

 

            

    
         

 

          

         

  Şekil  9’da,  Re=500  için  yivli  ve  VGs’nin  bulunduğu  kanalda  taban 

akışkan ve nanoakışkan akışında, hız  alanları  (a), sıcaklık  dağılımları  (b)

ve  vorteks  yapıları  (c),  kanalın  belirli  bir  bölümü  için  sunulmuştur.

Re=500’de elde edilen görüntüler, Re=100 için elde edilen görüntülerden 

(Şekil  8)  daha  farklıdır.  Kanal  giriş  hızının  artması,  akış  salınımlarının 

artmasına  ve  özellikle  VGs’nin  yer  aldığı  kanalda  akış  döngülerinin 
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artmasına neden olmuştur. Re=100 için elde edilen sıcaklık dağılımlarına 

göre,  kanal  yüzey  sıcaklığı  önemli  derecede  azalmış,  dolayısı  ile  ısı 

transferi artmıştır.

  Şekil  10’da,  Re=900  için  yivli  ve  VGs’nin  bulunduğu  kanalda  taban  

akışkan  ve  nanoakışkan  akışında, hız  alanları  (a), sıcaklık  dağılımları  (b)

ve  vorteks  yapıları  (c),  kanalın  belirli  bir  bölümü  için  gösterilmiştir.

Reynolds  sayısının  artması  ile  akış  yapısı  bozulmuş  ve  özellikle  VGs’nin

olduğu  kanallarda,  kanalın  her  yerinde  ikincil  akış  yapılarının  yayılmış  

olduğu  ve  VGs’nin  ardından  ard  izlerinin  şekillendiği  gözlenmektedir.

İkincil  akış  yapıları, homojen  bir  akış  karışımına  neden  olmakta  ve  ısı

transfer  hızını  artırmaktadır.  Şekil  10c’de,  sıcaklık  dağılımından

Re=900’de,  yüzeydeki sıcaklık gradyanının oldukça azaldığı tespit edilmiştir.
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Şekil 9. Re=500 için farklı kanal akışlarında, a- hız alanları, b- sıcaklık dağılımları, 

c- vorteks yapıları. 

Nusselt sayısına bağlı olarak hesaplanan ısı transfer performansı (ε) 

Eşitlik (11) ile tanımlanmıştır. Burada Nu(n) yivli ve VG’li kanalda, 

nanoakışkan akışı için hesaplanan Nusselt sayısını, Nu(s) ise düz kanalda, 

taban akışkan için hesaplanan Nusselt sayısını göstermektedir. Nu(y, vg) 

yivli ve VG’li kanalda taban akışkan akışı için hesaplanan Nusselt sayısını, 

Nu(y) ise sadece yivli kanalda, taban akışkan için hesaplanan Nusselt 

sayısını göstermektedir.  
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Şekil 10. Re=900 için farklı kanal akışlarında, a- hız alanları, b- sıcaklık 

dağılımları, c- vorteks yapıları. 

Şekil 11’de Reynolds sayısı ile Nusselt sayısının (a), ısı transfer 

performansının (b) ve boyutsuz sürtünme faktörünün (c) değişimi 

verilmiştir. Reynolds sayısı arttıkça Nusselt sayısının arttığı ve VGs’nin 

bulunduğu kanalda bu artışın daha fazla olduğu gözlenmektedir. En yüksek 

Nusselt sayısı, Re=900’de VG’li kanalda nanoakışkan akışında Nu=7,31 

olarak elde edilmiştir (Şekil 11a).  

Şekil 11b’de, düz kanalda taban akışkan akışı, kesikli çizgi ile 

gösterilmiş olup referans olarak alınmıştır. Tüm kanal konfigürasyonları 

için artan Reynolds sayıları ile ısı transfer performansı da artmaktadır. 

Taban akışkan akışında, yivli kanalda ve VGs’li kanalda, ısı transfer 

performansı referans değere göre, sırasıyla yaklaşık %11 ve %24 oranında 

artmıştır. En yüksek ısı transfer performansı, VG’li kanalda nanoakışkan 

akışında ve Re=900 değerinde 1,29 olarak elde edilmiştir. Diğer taraftan, 

kanal yüzeyindeki yivler ve kanal merkezindeki VGs’ne bağlı olarak akışın 

kısıtlanması nedeniyle kanal içinde meydana gelen kayma gerilmeleri 

önemli derecede basınç düşüşüne neden olmaktadır. Ayrıca, taban 

akışkana göre nanoakışkanların viskozitesinin daha yüksek olması da 

basınç düşüşüne yol açmaktadır.  

Şekil 11c’de Reynolds sayısı ile boyutsuz sürtünme faktörünün 

değişimi verilmiştir. Burada f(n) VG’li kanalda, nanoakışkan akışı için 

hesaplanan sürtünme faktörünü, f(s) ise düz kanalda, taban akışkan için 
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Şekil 11. Farklı kanal akışlarında Reynolds sayılarıyla, a- Nusselt sayısının, b- ısı 

transfer performasının, c- boyutsuz sürtünme faktörünün değişimi. 
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hesaplanan sürtünme faktörünü göstermektedir. f(y,vg) VG’li kanalda, 

taban akışkan akışı için hesaplanan sürtünme faktörünü, f(y) ise yivli 

kanalda, taban akışkan için hesaplanan sürtünme faktörünü temsil 

etmektedir. Düz kanalda taban akışkan akışı, kesikli çizgi ile gösterilmiş 

olup referans olarak alınmıştır. Tüm kanal yapıları için artan Reynolds 

sayıları ile boyutsuz sürtünme faktörü de artmaktadır. VG’li kanalda, bu 

artış daha yüksek elde edildiği görülmektedir. Taban akışkan akışında, 

yivli kanalda ve VG’li kanalda, boyutsuz sürtünme faktörü, referans değere 

göre, sırasıyla yaklaşık 1,26 ve 2,34 oranında artmıştır. En yüksek 

boyutsuz sürtünme faktörü, VG’li kanalda nanoakışkan akışında ve 

Re=900 değerinde 2,56 olarak elde edilmiştir. 

SONUÇLAR 

Bu çalışmada, kanal merkezine damla şeklinde VGs yerleştirilmiş, 

yüzeyleri V şeklinde yivli bir kanalda, Al2O3-su nanoakışkanın sabit bir 

hacim oranı (φ=0,05) ve 100≤Re≤900 değerleri için akış ve ısı transfer 

davranışları analiz edilmiştir. Ayrıca çalışma, içerisinde VGs’nin olmadığı 

yivli kanalda taban akışkan akışı ile karşılaştırılmıştır. Çalışma sonucunda, 

farklı Reynolds sayılarının, kanal yapılarının ve akışkan tiplerinin, akış ve 

ısı transferine etkilerini gözlemleyebilmek için kanalda hız alanları, 

sıcaklık dağılımları ve vorteks yapıları elde edilmiştir. Bu görüntülerden, 

akış yapısının kanal giriş hızından ve kanal geometrisinden oldukça 

etkilendiği görülmüştür. Yivli kanal yüzeylerinin ve VGs’nin akış 

karışımının iyileşmesinde önemli bir rolü olduğu görülmüştür. VGs’nin 

bulunduğu kanalda, özellikle yüksek Reynolds sayılarında, kanal 

yüzeyindeki sıcaklık gradyanı önemli ölçüde azalmıştır. Artan Reynolds 

sayısında, tüm kanal akışlarında ısı transferinin arttığı, VGs bulunan 

kanalda nanoakışkan akışında en yüksek ısı transferinin elde edildiği tespit 

edilmiştir. Kanal içerisindeki vorteks üreteçleri ve nanopartiküller, Nusselt 

sayısını artırırken sürtünme faktörünün de bir miktar artmasına neden 

olmuştur.  En yüksek Nusselt sayısı, Re = 900 ve φ=0,05’de VGs’nin 

bulunduğu kanada 7,31 olarak elde edilirken en yüksek boyutsuz sürtünme 

faktörü yine aynı parametrelerde 2,56 olarak elde edilmiştir. VGs’nin 

bulunduğu kanalda, Al2O3-su nanoakışkan akışında ısı transfer 

performansı, düz kanalda taban akışkan akışına göre 1,29 kat iyileşmiştir. 

Bu çalışma ile merkezinde VGs’nin bulunduğu yivli bir kanalda, Al2O3-su 

nanoakışkanın laminer daimi akış şartlarında ısı transferinin iyileşmesinde 

önemli bir potansiyele sahip olduğu kanıtlanmıştır. 
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Betonarme Perdelerin Doğrusal Olmayan 

Davranışının Makine Öğrenmesi Tabanlı 

Modellenmesi   

Zeynep DEĞER1  

  

GİRİŞ 

Betonarme perde duvarlar, önemli yanal dayanım ve rijitlik sağlamak 

için deprem yüklemesine direnmek için yaygın olarak kullanılmaktadır. 

Analitik modellerdeki davranışlarını doğru bir şekilde yansıtmak için, 

doğrusal olmayan davranışı anlamak ve mümkün olduğunca doğru bir 

şekilde modellemek önemlidir. Literatürde, NIST GCR 17-917-45 [1]'de 

özetlendiği gibi, doğrusal olmayan modelleme için kabul görmüş 

modelleme yaklaşımları sonlu elemanlar (mikro-modelleme) ve eleman 

düzeyinde modelleme (makro-modelleme) [2] olmak üzere iki ana 

yaklaşımda sınıflandırılabilir. Sonlu eleman modelleme yaklaşımı, tipik 

olarak bünye denklemleri tanımlayarak problemin ayrıntılı bir şekilde 

kurulmasını içerir ve geometrik doğrusalsızlık gerilme-şekildeğiştirme 

düzeyindedir. Sonlu elemanlar modelleme yaklaşımı, detaylı sonuçlar 

vermesi ve yerel tepkileri yakalaması gibi avantajlarına rağmen, 

hesaplama açısından pahalı olduğu için tasarım ve performans 

değerlendirmesinde tercih edilmemektedir. Bilakis, makro-modeller 

kullanım kolaylıkları ve hesaplama verimliliği nedeniyle çok yaygın 

olarak kullanılmaktadır.  

Literatürdeki mevcut makro-modellerin betonarme perde duvarlar 

için doğru tahminleri yaptığı gösterilmiştir. Bunların arasında, yayılı ve 

yığılı plastisite modelleri, deprem yönetmelikleri (örn: ASCE 41-17 [3], 

Eurocode 8 [4]) tarafından benimsenmiş ve hesaplama yazılımlarına [5-

7] uygulanmıştır. Yayılı plastisite modeliyle karşılaştırıldığında, yığılı 

plastisite modeli aşağıdaki dezavantajlara sahiptir: 

• yükleme-boşaltma sırasında kesit nötr eksenindeki deformasyonlar 

ihmal edilir,  
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• duvarlara bağlanan kirişlerin katkısı ihmal edilir,  

• eksenel yükteki değişimin duvar kesme mukavemeti ve rijitliği 

üzerindeki etkisi ihmal edilir. 

Bununla birlikte, kullanım kolaylığı ve pratikte hesaplama verimliliği 

nedeniyle yığılı plastisite modelleri çokça tercih edilmektedir. Ayrıca her 

iki modelin de ortak bir dezavantajı olduğu, yani kesme-eğilme 

etkileşiminin dikkate alınmadığı belirtilmelidir. Literatürde kesme-eğilme 

etkileşimini açıklayan başka modelleme teknikleri de vardır [8-13]; ancak 

bunlar bu çalışmanın kapsamı dışındadır. 

Yığılı plastisite yaklaşımında kullanılan plastik mafsallar, genel olarak 

basitleştirilmiş kuvvet-deformasyon ilişkileri ile, başka bir deyişle "zarf 

eğrileri" olarak adlandırılan dönme yayları yardımıyla tanımlanır. Zarf 

eğrileri tipik olarak kritik noktalarda birbirine bağlanan bir dizi doğrusal 

parçadan oluşur (Şekil 1). Yığılı plastisite yaklaşımının tarihi 1960'lara 

kadar uzanmasına rağmen [15-18], performansa dayalı değerlendirme 

kılavuzlarında zarf eğrilerinin kullanımı ilk olarak 1997'de başlamıştır 

[19, 20]. Daha sonra, ilgili araştırma çalışmalarına dayalı modelleme 

parametrelerini güncelleyen FEMA 356 (2000) [21] ve ASCE 41 (2006) 

[22]'de zarf eğrileri önerilmiştir [23]. Çok doğrulu zarf eğrileri ASCE 41 

[3]'te, çatlama, akma, tepe mukavemeti, nihai yer değiştirme ve artık 

mukavemet olmak üzere beş nokta ile tanımlanmıştır. ASCE 41'de 

kolonlar için önerilen zarf eğrilerinin tanımı, geçmişteki tablo biçimi 

yerine denklemler biçiminde ifade edilmek üzere yakın zamanda 

değiştirilmiştir. Bu revizyon, tahmin denklemlerinin daha iyi doğruluk ve 

daha kolay kullanım sağladığını, buna karşılık betonarme perde duvarlar 

için benzer bir çalışmaya ihtiyaç olduğunu göstermiştir. 

Literatürde betonarme perde duvarların zarf eğrilerini tanımlamak için 

geleneksel yaklaşımlar mevcuttur; ancak, bunlar ya interpolasyon 

gerektirmekte ve genellikle bilinmeyen dağılımla (ASCE 41-17) ihtiyatlı 

alt sınır tahminleri sağlamaktadır ya da tüm davranış özelliklerini 

içermemektedir [1]. Ayrıca geleneksel yaklaşımlar, kesme-eğilme 

etkileşimli duvarlar için modelleme parametreleri hakkında tavsiyeler 

sağlamamaktadır. Bu çalışma, probleme makine öğrenmesi bakış açısıyla 

yaklaşarak bu boşluğu doldurmayı amaçlamaktadır. Makine öğrenmesi 

yöntemlerinin yapısal analiz ve malzeme modelleme alanında kullanımı 

1980'lere uzanıyor olmasına rağmen [24,25], bu tür yöntemler özellikle 

yapısal deprem mühendisliği [26] alanında kümeleme, sınıflandırma veya 

regresyon [27,28] yoluyla bir girdi-çıktı problemi olarak yapısal bir 

sistemin fiziksel ilişkilerini modellemek için kullanılmış ve son 
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zamanlarda büyük ilgi görmüştür. Daha yakın zamanlarda, deprem 

kaynaklı bina hasarlarının [29], yığma duvarların [30], betonarme kiriş-

kolon birleşim bölgelerinin [31] ve betonarme perde duvarların [32,33] 

göçme modlarını tahmin etmek için sınıflandırma problemlerinde 

kullanılmıştır. 

  

    

 

PERDE DUVAR DENEYLERİ VERİ TABANI   

Zarf eğrilerinin makine öğrenmesi tabanlı tahmini problemi, esas 

olarak çok çıktılı bir regresyon problemidir. Duvar tasarım özellikleri 

(beton basınç dayanımı, yatay sınır güçlendirme oranı vb.) ve kritik zarf 

eğrisi değişkenleri sırasıyla girdi değişkenleri ve çıktı değişkenleri 

olarak belirlenmiştir. Dünya çapında yürütülen çeşitli deneysel 

çalışmalardan 500'den fazla perde duvar örneği, mevcut araştırmaların 

gözden geçirilmesine dayalı olarak toplanmıştır [34-36]. Onarılmış 

veya güçlendirilmiş duvarlar, monotonik yükleme altında test edilen 

numuneler, diyagonal ağ takviyesi, kompozit malzemeler veya içi boş 

bölümler ile yapılmış numuneler hariç tutularak bu çalışma için faydalı 

300 numune elde edilmiştir. Bu çalışmada dikkate alınan girdi 

değişkenleri şunlardır: duvar yüksekliği (hw), duvar uzunluğu (lw), 

duvar kalınlığı (tw), beton basınç dayanımı (fc) ve donatı çeliği akma 

dayanımı (fy), boyuna ve enine donatı oranı duvar sınırında (ρbl, ρsh) ve 

duvar gövdesinde (ρl, ρt), eksenel yük oranında (P/Agfc), en boy 

oranında (hw/lw) ve kesme açıklığı oranında (M/Vlw). Veri tabanı, çeşitli 

kesitlere (dikdörtgen veya dikdörtgen olmayan), sınır koşullarına 

(konsol veya iki uç ankastre) ve baskın davranış tiplerine (98 kesme 

kontrollü, 104 kesme-eğilme etkileşimi ve 109 eğilme kontrollü) sahip 

numuneleri içerir. Baskın davranış sınıflandırmasının tanımları ve veri 

tabanındaki ayrıntılar ilgili raporlarda elde edilebilir [37]. 

Şekil  1.  Yük-deformasyon  tepkisi  [14] ve  zarf eğrisi tanımı
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Zarf Eğrileri   

Numunelerin zarf eğrilerini elde etmek için, Şekil 1(a)'da gösterildiği 

gibi, pozitif ve negatif yüklemelerde taban kesme-üst yanal yer değiştirme 

değerlerinin ortalaması alınmıştır. Şekil 1(b)'de gösterilen genelleştirilmiş 

bir zarf modeli, tüm göçme tiplerine sahip duvarlar için önerilmiştir. 

Genelleştirilmiş bir zarf eğrisinin kullanılması, kullanıcıların göçme 

modlarını tahmin etmek için duvarları önceden işlemelerine ihtiyaç 

duymamalarını ve buna bağlı olarak kullanım kolaylığı sağlamaktadır.  

Zarf eğrileri, dört kritik aşamada kesme kuvveti ve yer değiştirmeyi 

içerir: çatlama, akma, kesme mukavemetine ulaşma ve nihai yer 

değiştirme. Çatlama noktasındaki kesme ve yer değiştirme (Vcr ve δcr), 

elastik duvar özellikleri ile ilişkilidir. Bu çalışmada, çatlama noktası ihmal 

edilmiş ve aşağıdaki altı zarf eğrisi değişkeni incelenmiştir: akma 

noktasında kesme ve yer değiştirme (Vy ve δy), kesme kapasitesinde kesme 

ve yer değiştirme (Vmax ve δmax) ve yer değiştirme kapasitesinde kesme ve 

yer değiştirme (Vu ve δu). Altı zarf eğrisi değişkeninin dağılımı Şekil 

2(b)'de gösterilmektedir.    

 

  

Şekil 2. (a) Deney numunelerine ait zarf eğrileri, (b) Zarf eğrisi 

değişkenlerinin dağılımı  

 GAUSS SÜREÇ REGRESYONU (GPR) UYGULAMASI VE 
SONUÇLAR   

Bu çalışmada araştırılan makine öğrenmesi problemi, birden çok 

çıktının tahmin edilmesi gerektiğinden çok çıktılı bir regresyondur. Eğitim 
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ve test veri setleri sırasıyla %90 ve %10 oranında rastgele seçilirken, 

modellerin yüksek genelleme kabiliyetine ve sağlamlığına sahip olmasını 

sağlamak için yüz adet rastgele örnekleme yapılmıştır. GPR tabanlı 

modeller, her eğitim veri kümesinde oluşturulurken, doğrulama 

sonuçlarının her bir çıktı için yüz denemenin ortalaması alınır. Gauss 

Süreç Regresyonu (GPR) hakkında detaylı bilgi [37]'de verilmiştir. 

Her çıktı için geliştirilen modeller, şu performans değerlerine göre 

değerlendirilmiştir: ortalama belirleme katsayısı (R2), bağıl ortalama 

karesel hata (RelRMSE) ve tahmin doğruluğu (yani, tahmin edilenin 

gerçek değerlere oranı (P/A). Makine öğrenmesi sonuçlarından elde edilen 

performans değerleri, her bir zarf değişkeni için Tablo 1'de özetlenmiştir. 

Sonuçlarda gösterildiği gibi, tüm zarf eğrisi değişkenleri için R2 puanları 

%80'in üzerindedir ve düşük hatalar vermektedir. Bununla birlikte, Vu 

değişkeni için tahmin modeli daha düşük korelasyon (ortalama R2 = %60) 

ve daha yüksek hata göstermiştir.  

Tablo 1’deki sonuçlar, GPR yönteminin kesme kontrollü (K) duvarlar 

için daha iyi tahminlerde bulunabildiği ancak eğilme kontrollü (E) 

duvarlar için doğrulukların daha düşük olduğunu göstermiştir. Kutu 

grafiklerinde de görüldüğü gibi (Şekil 3), tüm zarf değişkenleri için 

tahmini değerin gerçek değere oranı (P/A) 1.0'a yakındır. Bu da, özellikle 

kesme kontrollü duvarlar için modellerin güvenilirliğini ve stabilitesini 

teyit etmiştir.  

 

Şekil 3. Zarf eğrisi modellerinin GPR performansları 
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Hesap sonuçları, çok ince (uzunluk/kalınlık>20) ve çok narin 

(yükseklik/uzunluk>3.0) duvarların verilerde tutarsızlık oluşturduğunu ve 

modellerin korelasyonunu azalttığını göstermiştir. Aslında perde duvarlar 

için tipik uzunluk/kalınlık değeri 13.0 civarındadır [38,39]; bu nedenle 

muhtemelen daha ince duvarlar aynı modelle tahmin edilemeyen farklı 

davranış mekanizmaları oluşmuştur. Öte yandan, narinlik, literatürde 

göçme tipinin göstergesi olarak kullanılmaktadır [3]: narin duvarların 

genellikle eğilme kaynaklı, bodur duvarların ise genellikle kesme kaynaklı 

göçtüğü bilinmektedir. Bununla birlikte, literatürde tersini gösteren 

örnekler mevcuttur. Bu nedenle, narin duvarların zarf eğrisi ilişkileri, 

kesmeden göçseler bile ayrı ayrı değerlendirilmelidir. 

Önerilen Tahmin Modelleri  

Her bir zarf eğrisi değişkeni için GPR tabanlı tahmin modelleri 

geliştirilmiş ve önerilmiştir. Modellerin, aşağıdaki performans niteliklerini 

aynı anda sağladığı belirtilmiştir: yüksek R2, 1.0'a yakın P/A değeri ve 

düşük hata (RelRMSE). Performanslar, veri tabanının eğitim aşamasında 

kullanılmayan kısmına uygulanarak elde edilmiştir. Sonuçlar Şekil 4'te 

özetlenmiş olup, tahminlerin 𝑦 = x doğrusunda veya yakınında olduğu, 

dolayısıyla doğru olarak tanımlandığı gösterilmiştir. Sonuçlar, önerilen 

modellerin özellikle Vmax ve 𝛿max tahmininde mükemmel tahmin 

yapabildiğini göstermektedir. 

 
Şekil 4. Önerilen modellerin regresyon korelasyonları  
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Tablo 1. Tahmin modellerinin performans değerleri  

Çıktı  
Göçme 

tipi*  

Ortalama 

R2  

Ortalama 

RelRMSE  

P/A (Ort ± Std. 

Sapma)  

Vy  

K 0.89  0.30  1.02 ± 0.22  

KE  0.83  0.32  1.15 ± 0.52  

E 0.74  0.26  1.03 ± 0.35  

Tümü  0.79  0.52  1.06 ± 0.41  

δy 

K 0.85  0.74  1.01 ± 0.48  

KE  0.81  0.37  1.12 ± 0.50  

E  0.58  0.43  1.15 ± 0.64  

Tümü  0.64  0.55  1.11 ± 0.66  

Vmax  

K  0.86  0.41  1.05 ± 0.32  

KE  0.90  0.26  1.09 ± 0.39  

E  0.67  0.34  1.02 ± 0.32  

Tümü  0.80  0.69  1.10 ± 0.57  

δmax  

K  0.86  0.28  1.05 ± 0.37  

KE  0.89  0.34  1.03 ± 0.35  

E  0.65  0.30  1.05 ± 0.29  

Tümü  0.79  0.42  1.03 ± 0.38  

Vu  

K 0.47  0.70  1.19 ± 1.03  

KE  0.64  0.53  1.12 ± 0.80  

E  0.70  0.40  1.16 ± 0.56  

Tümü  0.58  0.67  1.15 ± 0.83  

δu  

K 0.90  0.21  1.05 ± 0.25  

KE  0.81  0.32  0.99 ± 0.26  

E  0.71  0.25  0.94 ± 0.27  

Tümü  0.79  0.34  1.05 ± 0.36  
* K=kesme, KE=kesme-eğilme etkileşimi, E=eğilme  

  

Daha önce belirtildiği gibi, önerilen GPR tabanlı zarf eğrisi modelleri, 

kullanıcıların göçme modlarını sınıflandırmak için ön işlem yapmaya 

gerek kalmadan kullanabilmeleri için genelleştirilmiştir. Yine de, 

tahminlerin kesme kontrollü ve kesme-eğilme etkileşimi gösteren duvarlar 

için daha güvenilir olduğu belirlenmiştir. Bu nedenle, kullanıcıların daha 
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güvenilir bir zarf eğrisi tahmini elde etmek için yeni bir duvar numunesine 

güvenilir bir sınıflandırma modeli [32,33] uygulaması tavsiye edilir. 

SONUÇLAR  

Performansa dayalı tasarım daha popüler hale geldikçe, gerçekçi 

değerlendirmeler elde etmek için çevrimsel davranışı mümkün olduğunca 

doğru bir şekilde simüle etmek önemlidir. Bu çalışmanın amacı, yaygın 

olarak kullanılan bir modelleme aracı olan zarf eğrisi için makine 

öğrenmesi yöntemlerini kullanarak tahmine dayalı modeller geliştirmek 

ve bu ihtiyacı karşılamaktır. Zarf eğrisini tanımlamak için altı değişken; 

akma noktasında kesme ve deformasyon (Vy ve 𝛿y), kesme mukavemeti 

noktasında kesme ve deformasyon (Vmax ve 𝛿max) ve nihai deformasyon 

noktasında kesme ve deformasyon (Vu ve 𝛿u) değerleri olarak belirlenmiş 

ve tahmin modelleri Gauss Süreç Regresyonu (GPR) tabanlı olarak 

geliştirilmiştir. Modellerin girdi değişkenleri duvar tasarım özellikleri 

(örn: beton basınç dayanımı, donatı detayları, duvar geometrisi) olarak 

tanımlanmıştır. Modeller, eğitim verileri kullanılarak geliştirilmiş olup, 

model performansları eğitim sürecinde kullanılmayan test verilerine göre 

değerlendirilmiştir. 

Tüm tahmine dayalı zarf eğrisi modelleri için yüksek performans puanları 

elde edilmiştir. Vmax ve 𝛿max için mükemmel performans elde edilirken, Vu 

için nispeten düşük performans gözlenmiştir. Ayrıca, tahminlerin kesme 

kontrollü ve kesme-eğilme etkileşimi gösteren duvarlar için daha güvenilir 

olduğu kaydedilmiştir. En güvenilir ve yüksek performans için önerilen 

modellerin uzunluk/kalınlık oranı 20’den düşük ve yükseklik/uzunluk 

oranı 3’ten küçük olan duvarlar için kullanılması tavsiye edilmektedir.  
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The Applications of Supercapacitors for Energy Storage: A 

Review 

Fatih ERDEMİR1 

 

Introduction 

The solar, wind, geothermal, and electrical energy used every time 

should be sustainability. Energy from these practices is created and 

transformed to different systems by several instruments. Electrical energy 

is the most suitable type of energy that by the devices can be altered into 

different forms (1).  Electrical energy storage devices will consequently be 

important for effectively turning the cyclic type of renewable energy 

sources. Batteries and capacitors are most common used for electrical 

energy storage systems. Batteries practice chemistry, in the form of 

chemical reactants, to store electrical energy. However, the supercapacitors 

(SCs) use energy directly as charge to store. Batteries have high specific 

energy while they have low specific power; capacitors, by contrast, have 

low specific energy with high specific power energy. (2,3) (Fig.1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1. The relationship with energy and power density for the energy 

storage devices (4). 

SCs display no main changes in the properties of the electrode materials after 

several charged and discharged times. The charging time in SCs are lower than the 
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faradaic reaction in batteries.  The energy density of SC which has higher power 

density is lower than batteries.  

Additionally, the procedures time set up are different. SCs can be 

charged and discharged in a very short time, but the batteries need almost 

more minutes to charge and discharging time of batteries change from 

hours to days. The several significant applications demand the use of 

batteries and SCs in mixture. For instance, batteries and SCs combination 

will be most common used the next generation of hybrid vehicles. This 

system should have substantially higher energy and power densities, 

quicker recharge times, and longer charge–discharge cycle lifetimes for 

use in hybrid and pure electric vehicles (5).  

The aim is to improve innovative energy storage techniques that join 

advanced novel materials, technique, and design.      

 

DISCUSSION 

As can be seen in the figure 2, SCs combine with four elements. It 

shows the representation of a characteristic SC consisting of anode and 

cathode electrodes consist of active materials on current collectors, an 

electrolyte and a barrier that electrically separates the anode and cathodes. 

According to device architecture and charge storage mechanisms of 

electroactive materials, SCs can be divided into three groups: symmetrical, 

asymmetrical, and hybrid SCs (6). 
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Figure 2. Schematic view of a supercapacitor (6). 

 
The charge and discharge behavior of the active materials can be 

classified as electrical double layered capacitance (EDLC), pseudo-

capacitance, and battery type. SC devices consist of half cells where 

electrochemistry occurs at the change of electrochemical potential between 

cathode and cathode. The application of a potential difference causes to the 

development of an EDL at the boundary of an anode or cathode and liquid 

electrolyte. The EDLC is coordinated by a reversible reaction of ions 

between anode or cathode electrode and liquid electrolyte. The carbon 

electrodes can be displayed the EDLC behaviors due to their perfect porous 

structure (7). The pseudo capacitors which have pseudo-capacitance 

behaviors with surface redox or intercalation energy storage mechanism 

can suffer rapid and reversible surface redox reactions and stock more 

charges than EDLC. Surface redox pseudo-capacitance stock charges by 

reversible reaction of electrolyte ions on the surface of anode or cathode 

material where faradaic redox reactions happen. As can be seen in fig. 3, 

surface redox pseudo-capacitance performs like EDLC with linear and 

triangle shape of galvanic charge/ discharge (GCD) and approximately 

rectangular cyclic voltammetry (CV) curves. The pseudo capacitors can be 

exhibited high energy density like batteries and high-power density as 

capacitors. The capacitors attract attention because of the potential 

combination of the benefits of batteries and capacitors (8).  

The increase in the electrode power by increasing of active surface area 

will just broaden its detached peaks (Figure 3g), and its characteristic 
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potential -time curves can be seen in Figure 3i. It is neither a battery nor a 

capacitor. Some of researchers submitted that the term “oxide (or nitride, 

carbide, etc.) supercapacitor” (9). 

The cyclic voltammograms including extreme, obviously detached 

oxidative and reductive peaks (Figure 3h), and potential -time curves 

with obvious plateaus (Figure 3i), should be characterized by way of a 

battery type electrode. The peak current of a battery materials will be 

related to the square root of the scanning speed, while a capacitor style 

electrode will display linear current reliance on the scanning speed (10). 

 

 
Fig.3. The CV and GCD curves for different categories of electrochemical 

energy-storage materials – EDLCs, pseudo capacitors, and batteries; 

respectively. CV curve for (a) EDLCs, (b) surface redox pseudo-capacitance, 

(d) intercalation- pseudo-capacitance, (e) intercalation and reversible redox 

pseudo-capacitance, (g, h) battery, respectively whereas; GCD curve for (c) 

EDLCs and surface redox pseudo-capacitance, (f) intercalation and reversible 

redox pseudo-capacitance, (i) battery (8). 

 

Electrochemical impedance spectroscopy (EIS) is a well-established 

quantitative method to discriminate among energy storage systems. The 

frequency difference of exchanging applied current (AC) indication show 

special electrochemical experiences established on the frequency reaction. 

A three-electrode cell is required to separate single-electrode, as a two-

electrode cell will display impedances from the electrodes. The low 

frequency data (≤10 mHz) shows experiences like an ion diffusion in 
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reversible redox pseudo-capacitance and intercalation system. The 

medium frequency (0 mHz-1 kHz) data classically shows activities at the 

charge-discharge reactions and EDLC charging. The high frequency (≥1 

kHz) data contains like electrolyte and interfacial resistances. Nyquist plots 

show the real (ZRE) and imaginary (-ZIm) segment of the impedance. The 

frequency is not evident in the Nyquist plots and minor impedances can be 

eliminated by major impedances.  It will be more beneficial to characterize 

together with Nyquist and Bode plots obtained from similar EIS data. EIS 

data are usually examined by appropriate equivalent electrical circuit 

model. Most of the circuit elements in the model for the energy storage 

device are usual electrical elements such as resistors, capacitors, inductors, 

and Warburg-Element. To be useful, the elements in the model should have 

a basis in the resistances, EDLC, and ion transport experiences. The pseudo 

capacitive behaviors can be demonstrated with a serial RC-circuit with a 

CPE (constant phase element) in combination with a Rct. As can be seen 

in Fig. 4, the sudden sloped curves means that pseudocapacitive behavior 

is main process at low states of charge between 0.5 V to 1.5 V. The reaction 

of faradaic develops primary as revealed by the establishment of a semi-

circle at higher state of charges between 2 V to 2.5 V.  At lower charge, 

the reaction of faradaic displays deficiency of important diffusion 

limitations according to the fast adsorption and result in increasing of 

charged anions at the electrode surface.  When Cp is higher than CDL, the 

CDL data is insignificant. Therefore, the circuit can be characterized by a 

series construction at the current passes through Rct and CP. When CDL 

is higher than Cp, the circuit alternates to a parallel design where the 

overall current must pass the RC element including the electrical double 

layer capacitance CDL. Currently, the faradaic reaction develops 

progressively diffusion-limited related to the oxidation of the electrode and 

time-consuming diffusion of anions into the electrode (11). 

 

 



Research in Natural and Engineering Sciences 

83 

 

 
Fig.4. Nyquist plot of the battery at different states-of-charge (11). 

 

 

 

Conclusion 

 

This review offers a summary of the different kinds of energy storage 

mechanisms. A well-defined description of electrical double layered 

capacitance, pseudo-capacitance, and battery that work for unique it from 

faradaic charge storage processes provided.  An explanation of 

characteristic energy storage systems that combine battery, capacitance a 

pseudo capacitance characteristic specified. Additionally, this review 

offers fully basic guides and easy operation libretti to distinct the dissimilar 

charge storage mechanisms by means of the electrochemical systems 

considered in here. 
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